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Аннотация: построено уравнение эволюции энергии динамической системы (модель Келдыша
с одной степенью свободы), которая содержит источник белого шума. Показано, что автоколебания
(флаттер) подавляются, если интенсивность белого шума превышает критическое значение.
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Abstract: an equation for the evolution of the dynamic system energy (a single DOF Keldysh model),
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Введение
Более семидесяти лет тому назад были построены нелинейные дифференциальные уравнения

(модель Келдыша с одной и двумя степенями свободы [1]), автоколебательные решения которых поз-
волили объяснить природу флаттера. Модель Келдыша [1] продолжает привлекать к себе внимание
исследователей [2]. Открытым все эти годы оставался вопрос о влиянии шума на модель Келдыша.
Подобная задача о влиянии шума на осциллятор Ван дер Поля была решена впервые в [3], на что было
обращено внимание в [4]. В [3] было показано, что если интенсивность шума превышает некоторое
критическое значение, то автоколебания исчезают. Аналогичный результат был получен в [5] с помо-
щью стохастического уравнения эволюции энергии динамической системы с одной степенью свободы
[6]. В настоящей работе стохастическое уравнение эволюции энергии динамической системы с одной
степенью свободы [6] применено к модели Келдыша с одной степенью свободы, в которую включен
аддитивный источник белого шума.

Решение нелинейного дифференциального уравнения в модели Келдыша
Нелинейное дифференциальное уравнение (см., например, модель Келдыша с одной степенью

свободы [2]) имеет вид
Jẍ + kx = −µẋ − (Φ + κẋ2) sign ẋ, (1)
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где константы J = k = κ = 1, µ < 0, Φ > 0 определены в [2].
Если энергия невозмущенной динамической системы имеет вид

E =
Jẋ2

2
+

kx2

2
, (2)

то точки поворота траектории имеют вид

x1,2 = ±
√︂

2E
k

. (3)

Стохастическое уравнение эволюции энергии динамической системы с одной степенью свободы [6]
имеет вид

dE
dt

=
2
T

x2∫︁
x1

(f̄ + δf )dx, (4)

где T = 2π
√︁

J
k — период колебаний невозмущенной системы; f̄ = −µẋ − (Φ + κẋ2) sign ẋ; δf =

√
2Dξ(t); D — интенсивность шума случайного источника; ξ = ξ(t) — случайная величина с единичной

дисперсией.
Скорость динамической переменной найдем с помощью (2)

ẋ = ±
√︂

2E − kx2

J
. (5)

С помощью (5) перепишем уравнение (4) в виде

dE
dt

= ∓(a0E
1
2 + a1E + a2E

3
2 ) + a3E

1
2 δf , (6)

где a0 = 2
√

2
π · Φ√

J
, a1 = µ

J < 0, a2 = 8
√

2
3π · κ

J
3
2
, a3 = 2

√
2

π · 1√
J
.

Знак минус в правой части уравнения (6) соответствует знаку плюс в формуле (5). Уравнение
(6), в котором отсутствует флуктуирующий источник,

dE
dt

= ∓(a0E
1
2 + a1E + a2E

3
2 ) (7)

имеет три стационарные точки E = 0 и

√︀
E1,2 =

−a1 ±
√︁

a2
1 − 4a0a2

2a2
, (8)

где дискриминант a2
1 − 4a0a2 = (µ2−δ2K)

J2 ; δ2
K = 128Φκ

3π2 .
Покажем, что при δ2

K < µ2 динамическая система (модель Келдыша) релаксирует либо к внеш-
нему

√
E1, либо к внутреннему

√
E2 предельному циклу в зависимости от знака минус или плюс в

уравнении (7).

Решение уравнения (7), в правой части которого стоит знак минус, имеет вид

√
E =

√
E1 −

√
E2A · exp(−t/τ)

1 − A · exp(−t/τ)
, (9)

где A =
√

E0−
√

E1√
E0−

√
E2

; E0 = E(t0 = 0) — начальное значение энергии динамической системы (модели

Келдыша с одной степенью свободы) в момент времени t0 = 0; время релаксации к стационарному
состоянию имеет вид

τ =
2J√︁

µ2 − δ2
K

. (10)
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Видно, что при t ≫ τ динамическая система (модель Келдыша) релаксирует к внешнему√
E1предельному циклу. Решение для уравнения (7), в правой части которого стоит знак плюс, сов-

падает формулой (9) при замене t → −t. Видно, что в этом случае динамическая система (модель
Келдыша) релаксирует к внутреннему

√
E2 предельному циклу.

Результаты расчетов
Стационарное решение уравнения (6), в правой части которого стоит знак минус, построим с

помощью (см., например, [7])

g(E) =
1

N
√

E
exp

[︃
−

(︃
2a0E

1
2 + a1E + 2

3a2E
3
2

Da2
3

)︃]︃
, (11)

где N — нормировочный множитель.

Рис. 1. График плотности вероятности обнаружения динамической системы (модели Келдыша) в
зависимости от энергии динамической системы построен для значения интенсивности случайного

источника D = 0.2

График функции (11) плотности вероятности обнаружения динамической системы (модели Кел-
дыша) в зависимости от энергии динамической системы построен для двух значений интенсивности
случайного источника D = 0.2 на рис. 1 и D = 0.4 на рис. 2. Константы J = k = κ = 1; µ = −1.2987;
Φ = 0.2 определены в [2].

С помощью формулы (8) можно вычислить E1 ≈ 0.845 и E2 ≈ 0.027. Радиусы внешнего и внут-
реннего предельного цикла на рис. 1а в работе [2] близки к значениям

√
2E1 ≈ 1.303 и

√
2E2 ≈ 0.23,

соответственно. Видно, что график функции (11) на рис. 1 достигает максимального значения при
энергии динамической системы E = 0 и при энергии, которая немного меньше, чем E1 ≈ 0.845. Ана-
логичный результат был получен в [5] при исследовании влияния интенсивности шума на положение
максимума плотности вероятности обнаружения динамической системы, которая описывается уравне-
нием Ван дер Поля.
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Рис. 2. График плотности вероятности обнаружения динамической системы (модели Келдыша) в
зависимости от энергии динамической системы построен для значения интенсивности случайного

источника D = 0.4

Заключение
Видно, что при D ≥ Dcrit. ≈ 0.4 автоколебания подавлены, так как исчез максимум функции

(11), который описывает плотность вероятности обнаружения динамической системы в окрестности
предельного цикла. Динамическая система переходит в квазистационарное состояние покоя, так как
автоколебания вновь появятся при уменьшении интенсивности случайного источника.
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