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Аннотация: в статье предлагаются две модели, описывающие влияние динамики распростра-
нения вируса на такие макроэкономические показатели, как численность рабочей силы и уровень
среднедушевого дохода населения. Первая предложенная модель объединяет камерный подход SIR
к моделированию распространения эпидемий и урбанистическую модель Лотки-Вольтерры. Вторая
обобщает предложенную дифференциальную модель на задачу оптимального управления. Приведено
сравнение результатов моделирования между собой и реальными данными на примере Новосибир-
ской области за 2020–2021 гг. Для модели оптимального управления предложено несколько сценариев,
которые могут быть использованы при расширении модели для моделирования отличной от рассмат-
риваемой экономико-эпидемиологической ситуации.
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Введение
Масштабные эпидемии инфекционных заболеваний приводят к спаду экономической активно-

сти в исследуемом регионе за счет вводимых ограничительных мер правительственными структурами,
а также к снижению количества рабочей силы. При этом дестабилизация экономики региона влияет на
общее благосостояние его жителей, как правило, в среднесрочной и долгосрочной перспективе. Так,
экономические последствия распространения эпидемии COVID-19 в 2020–2022 гг. во всем мире по-
казали необходимость учитывать экономические факторы при планировании противоэпидемических
мероприятий [1].

Большинство сценариев распространения инфекционных заболеваний в математической эпиде-
миологии основывается на использовании дифференциальных уравнений и кластеризации популяции
в зависимости от иммунного статуса ее агентов. Такие модели принято называть камерными моделя-
ми или SIR-моделями (первая SIR-модель предложена Кермаком и МакКендриком [2] еще в 1927 г.).
К настоящему моменту разработано множество ее модификаций, начиная с увеличения количества
состояний агентов (камер) и их характеристик (пространственное распределение населения, возраст)
и заканчивая учетом стохастичности процесса распространения вируса (см. например, обзорную ра-
боту [3]). С развитием вычислительной техники большую популярность в прогнозировании развития
эпидемий приобрели вычислительно более сложные агентные модели [3–6], которые позволили учи-
тывать неоднородность населения и внешние ограничительные мероприятия. Помимо двух описанных
подходов, некоторые исследования посвящены анализу эпидемиологического процесса в других кон-
текстах, например, уравнениям в частных производных [7, 8], моделям «среднего поля» [9, 10], анализу
временных рядов [3, 11, 12], нейронным сетям и машинному обучению [13].

Однако большинство исследований в математической эпидемиологии посвящено оценке ди-
намики распространения заболеваемости и не описывает процесс с экономической точки зрения, а
работы по экономике, предлагающие прогноз экономических последствий распространения инфекции,
не показывают связи между характером эпидемического процесса и экономической деятельностью.
Существует лишь небольшое количество работ, посвященных построению математических моделей в
это области. Например, в статье [14] предложена абстрактная агенто-ориентированная модель в виде
клеточного автомата без использования реалистичных предположений о распространении вируса и со-
стоянии экономики. В работах [15, 16] оценено влияние различных сценариев развития эпидемии на
бизнес и домохозяйства. В исследовании [17] представлена математическая модель влияния смертно-
сти от коронавируса на показатели потребления на душу населения и дохода популяции.

В данной работе представлена математическая модель, описывающая влияние распростране-
ния новой коронавирусной инфекции COVID-19 на два макроэкономических показателя региона: сред-
недушевой доход населения и численность его рабочей силы. Сложность оценки динамики доходов
населения в долгосрочной перспективе связана с тем, что на их изменение влияет множество факторов
(инфляция, производительность труда, уровень безработицы и т.д). В основе предложенной модели ле-
жит гипотеза о существовании связи между среднедушевым доходом населения и величиной конечного
производимого в регионе продукта. В качестве базовой эпидемиологической модели выбрана простей-
шая SIR-модель, которая, как правило, не используется для долгосрочного прогнозирования развития
заболеваемости, но после небольших модификаций позволяет достаточно точно оценить качественное
влияние пандемии на экономику региона.

Базовая дифференциальная модель распространения инфекционного заболевания с уче-
том экономических процессов

Наиболее используемыми для описания вспышки распространения инфекционного заболева-
ния моделями, как уже было сказано выше, являются камерная SIR-модель и ее различные модифи-
кации [2, 3]. Такие модели привлекательны за счет своей структурной простоты и наличия большого
числа инструментов для анализа и численного решения прямых и обратных задач для таких моделей.
Здесь предполагается, что вся популяция (в простейшем случае) в каждый момент времени t разделена
на три группы (кластера, камеры): восприимчивые к вирусу mS(t) (неинфицированные), инфицирован-
ные mI (t) и иммунные mR(t) (получившие иммунитет после болезни либо умершие). В этом случае
Кермак и МакКендрик в 1927 году в своей работе показали, что динамика эпидемии внутри замкнутой
популяции может быть описана следующей системой обыкновенных дифференциальных уравнений:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dmS (t)
dt

= −βmS (t)mI (t) ,

dmI (t)
dt

= βmS (t)mI (t) − γmI (t) ,

dmR (t)
dt

= γmI (t)

(1)

с начальными условиями mi (0) = mi0, ∀i ∈ {S,I ,R}. Дополним систему (1) следующими уравнениями⎧⎪⎨⎪⎩
dmP (t)

dt
= mP (t) (−β/ε · mI (t) − ω+ ρmF (t)) + γεmI (t) ,

dmF (t)
dt

= mF (t) (σmP (t) − ϕ (mS (t) + mI (t) + mR (t))) .
(2)

Система (2) представляет собой модификацию урбанистической модели Лотки-Вольтерры, опи-
санной в работе [18]. Здесь mP(t) — доля трудоактивного населения в каждый момент времени t, а
изменение mF (t) описывает динамику среднедушевого дохода населения в рассматриваемом регионе.
В отличие от модели, описанной в [18], в (2) добавлена эпидемиологическая составляющая: трудо-
способное население может заболеть и какое-то время не вкладываться в развитие экономики (члены
β/ε · mI (t), γεmI (t)), а также рассмотрена нелинейная зависимость изменения среднедушевого дохо-
да населения от текущей ситуации на рынке труда (составляющая σmP(t)). Представленные системы
дифференциальных уравнений (1) и (2) с начальными условиями mi (0) = mi0, i ∈ {S,I ,R,P,F}, бу-
дут рассмотрены далее как модель, описывающая влияние распространения заболеваемости на такие
макроэкономические показатели региона, как численность активного трудоспособного населения и
среднедушевой доход по региону. Описание параметров предложенной модели изложено в таблице 1.

Таблица 1
Описание параметров модели распространения инфекционного заболевания с учетом влияния

макроэкономических процессов и их средние значения для вычислительного эксперимента

Символ Описание Значение
N Численность популяции (Новосибирская область) 2785836
mS(t) Доля популяции — подверженные заболеванию в каждый

момент времени t
mS(0) =(N − 8)/N

mI (t) Доля популяции — активные инфицированные в момент
времени t

mI (0) = 8/N

mR(t) Доля популяции — получившие иммунитет к моменту
времени t

mR(0) =0

mP(t) Трудоактивная часть населения в момент времени t mP(0) = εmS(0)
mF (t) Среднедушевой доход населения в каждый момент вре-

мени t (тыс. руб.)
mF (0) =2.9265

β Контагиозность, скорость распространения вируса 0.5505
γ Скорость выздоровления популяции 0.4607
ω Коэффициент миграции трудоспособного населения в

другие регионы
0.99/N

ρ Коэффициент миграции трудоспособного населения в
рассматриваемый регион

0.19/N

ε Доля трудоактивного населения в рассматриваемом реги-
оне

0.576

σ Коэффициент роста среднедушевого дохода за счет роста
числа работающего населения

0.0042

ϕ Коэффициент «старения» популяции, перехода части на-
селения в пенсионный возраст

0.002
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Протестируем построенную дифференциальную модель на соответствие реальным статисти-
ческим данным. Данные по заболеваемости СOVID-19 в Новосибирской области взяты из открытого
источника [22]. Экономические параметры, используемые в модели, выбирались исходя из офици-
альных данных из аналитического отчета Правительства Новосибирской области за 2020 год [19], а
эпидемиологические параметры β и γ подбирались таким образом, чтобы приблизить первый подъем
заболеваемости за период апрель–июнь 2020 г. Числовые значения параметров также представлены в
таблице 1. На рисунке 1а показано сравнение реальных данных по заболеваемости в регионе за период
с апреля 2020 года по апрель 2021 года в Новосибирской области с результатами моделирования (1)–(2).
На рисунке 1б представлено аналогичное сравнение динамики среднедушевого дохода населения.

а) Число инфицированных COVID-19 б) Среднедушевой доход

Рис. 1. Сравнение результатов моделирования на основе модели (1)–(2) с реальными данными в
Новосибирской области за 2020 год

Из рисунка 1а видно, что модель SIR приближает статистические данные только на отрез-
ке апрель–июнь 2020 года (для чего и подбирались соответствующие значения эпидемиологических
констант). Далее происходит завышение показателей и резкий их спад, что не соответствует реаль-
ным измерениям. Такое поведение характерно для всех SIR-моделей, следствием чего является факт,
что такие модели не используются для прогноза на долгосрочный или даже среднесрочный времен-
ные периоды. Вместе с тем на период апрель-июнь 2020 года модель хорошо приближает динамику
среднедушевого дохода, резко занижая ее в последующем из-за ошибочного приближения количества
инфицированных (рис. 1б).

Таким образом, для оценки влияния распространения вируса на макроэкономические показате-
ли региона необходима адекватная базовая эпидемиологическая модель. Это требование приводит либо
к построению модификаций модели SIR путем добавления новых групп населения и связей между ни-
ми. Например, для прогнозирования распространения COVID-19 за 2020–2021 гг. на основе различных
предположений о вирусе было разработано более 100 камерных моделей [3], которые могут быть ис-
пользованы вместо системы (1). Однако, как показало сравнение прогнозируемых данных с реальной
статистикой, такие модели обладают большим числом чувствительных параметров, определение ко-
торых само по себе является сложной задачей и основано на многих предположениях. Неизвестные
параметры необходимо оценивать путем решения обратных задач по данным предыдущего временного
участка, что делает модель более неопределенной [6]. Более того, при длительном течении COVID-
19 изменение параметров модели связано со многими факторами, например, введением карантинных
ограничений, обязательного ношения масок или проведением эффективной кампании по вакцинации.
В этом случае одним из способов улучшения модели может быть рассмотрение эпидемиологических
параметров зависимыми от времени.

Модель оптимального управления
Как известно [20], для моделей типа SIR параметры β, γ наиболее чувствительные и опреде-

ляют характер поведения кривых, являющихся решением модели (1). Критика таких моделей, помимо
плохого прогноза на долгосрочный временной период, основывается на предположении однородности
населения без учета дифференциации населения по социальным признакам: например, возраст или
соблюдение/несоблюдение противоковидных ограничений. Для преодоления этих трудностей в следу-
ющем разделе сформулирована задача управления.
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Постановка задачи оптимального управления
Пусть αI s (t) : [0,T ] → R — непрерывная функция, означающая кумулятивную лояльность

населения к изоляции (соблюдению ограничений). Положим, что |αI (t)| ≤ 1 ∀t, а скорость распро-
странения инфекции β в (1)–(2) изменяется по правилу

β = βmin + (βmax − βmin)
1 + αI s (t)

2
. (3)

Будем искать набор функций {mS,mI ,mR,mP ,mF ,αI s}, доставляющий максимум функционалу вида

J =

T∫︁
0

G(mSIRPF ,αI s)dt + Φ (mSIRPF (0) ,mSIRPF (T )) , (4)

где обозначение mSIRPF означает вектор функций состояния управляемой системы {mS (t) , mI (t),
mR (t), mP (t), mF (t)}. Здесь G определяет качество функционирования системы на всем промежутке
управления, а Φ — терминальные условия, конечный результат воздействия управления, определяемый
совокупностью начальных mi (0) и конечных mi (T ) данных.

Таким образом, задача оптимального управления формулируется следующим образом: мак-
симизировать функционал вида (4) с ограничениями в виде дифференциальных уравнений (1)–(2) с
учетом (3). Для решения задачи воспользуемся принципом максимума Понтрягина. Введем в рассмот-
рение гладкие функции ψi (t) : [0,T ] → R и помножим ψi (t) ∀i ∈ {S,I ,R,P,F} на соответствующее
уравнение в (1)–(2). Выпишем функцию Понтрягина [21]:

H (mSIRPF ,αI s,ψSIRPF ) = G(mSIRPF ,αI s) + ψS (t) (−β (αI s)mS(t)mI (t))+

+ ψI (t) (β (αI s)mS(t)mI (t) − γmI (t)) + ψR (t) (γmI (t))+

+ ψP (t) (−β (αI s) /ε · mP (t)mI (t) − ωmP (t) + ρmP (t)mF (t) + γεmI (t))+

+ ψF (t)mF (t) (σmP (t) − ϕ (mS (t) + mI (t) + mR (t))) .

(5)

Пусть
{︀
m*

SIRPF (t) ,α*
I s (t)

}︀
– оптимальный процесс в задаче (1)–(4). Тогда найдутся одновре-

менно не равные нулю множители ψSIRPF (t) такие, что выполнены следующие условия:
1. Функция Понтрягина H (mSIRPF ,αI s,ψSIRPF ) задачи (1)–(4) при каждом t ∈ [0,T ] достигает

максимума по αI s в точках α*
I s (t) при mSIRPF = m*

SIRPF (t), ψSIRPF = ψSIRPF (t).
2. Вектор-функция ψSIRPF (t) удовлетворяет сопряженной системе дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dψS

dt
= β (αI )mI (t) (ψS (t) − ψI (t)) + ϕψF (t)mF (t) − ∂G/∂mS ,

dψI

dt
=β (αI )mS(t) (ψS (t) − ψI (t)) + γ (ψI (t) − ψR (t)) + β (αI s) /ε · ψP (t)mP (t)−

− γεψP (t) + ϕψF (t)mF (t) − ∂G/∂mI ,

dψR

dt
= ϕψF (t)mF (t) − ∂G/∂mR ,

dψP

dt
= β (αI s) /ε · ψP (t)mI (t) + ωψP (t) − ρψP (t)mF (t) − σψF (t)mF (t) − ∂G/∂mP ,

dψF

dt
= −ρψP (t)mP (t) − σψF (t)mP (t) + ϕψF (t) (mS (t) + mI (t) + mR (t)) − ∂G/∂mR

(6)

с условиями трансверсальности

ψi (0) =
∂Φ (mi (0) ,mi (T ))

∂mi (0)
, ψi (T ) =

∂Φ (mi (0) ,mi (T ))
∂mi (T )

. (7)

Исследуем (5) на выполнение необходимого условия максимума функции

∂H
∂αI s

=
∂G
∂αI s

+
βmax − βmin

2ε
(εmS(t)mI (t) (ψI (t) − ψS (t)) − ψP (t)mP (t)mI (t)) = 0. (8)

В случае вогнутости функции G относительно функции управления αI s (8) представляет собой
условия оптимальности выбранной популяцией стратегии.
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Алгоритм решения задачи оптимального управления
Для численной реализации задачи оптимального управления воспользуемся следующим итера-

ционным алгоритмом.
Вход: начальные значения mSIRPF (0), отсутствие управления αI s (t) ≡ 0, точность вычисления

максимума εJ .
1. Получить набор сеточных значений mh

i (tk) решением системы дифференциальных уравнений
(1)–(2) с учетом (3).

2. Получить приближенное значение функционала стоимости Jh согласно (4).
3. Пока |J − max J | ≥ εJ выполнять:

a. Получить набор сеточных значений ψh
i (tk) решением системы дифференциальных уравне-

ний (6) с учетом (3).
b. Получить набор сеточных значений αh

I s(tk) из уравнения (8).
c. Вычислить функцию Понтрягина H (5) с учетом текущих значений mh

i (tk), ψ
h
i (tk), α

h
I s(tk).

d. Вычислить функцию Понтрягина H (5) с учетом текущих значений mh
i (tk), ψ

h
i (tk) и гранич-

ных значений αh
I s(tk).

e. В качестве значений αh
I s(tk) на новой итерации выбрать те, которые доставляют наибольшее

значение функции H .
f. Получить новый набор сеточных значений mh

i (tk) решением системы дифференциальных
уравнений (1) с учетом (3).

g. Получить приближенное значение функционала стоимости Jh согласно (4).
Выход: выбрать полученные на последней итерации сеточные функции mh

i (tk), ψ
h
i (tk), α

h
I s(tk)

в качестве решения задачи оптимизации.
Для решения систем дифференциальных уравнений использовался метод Рунге-Кутты 4 поряд-

ка аппроксимации.

Вычислительные эксперименты для модели оптимального управления
Для тестирования построенного алгоритма будем рассматривать несколько сценариев развития

эпидемиологической ситуации COVID-19 в Новосибирской области.
1. Оптимистический сценарий. Будем искать набор функций {mSIRPF ,αI s}, доставляющих макси-

мум функционалу

J1 =
∫︁ T

0

(︁
d1m2

F (t) − d2 (1 + αI s)
2
)︁

dt + mF (T ). (9)

Функционал J1 выбран таким образом, чтобы оптимальной для популяции являлась стратегия максими-
зации среднедушевого дохода, что заставляет население более лояльно относиться к противоковидным
мерам и соблюдать их.

2. Пессимистический сценарий. Будем максимизировать функционал вида

J2 =
∫︁ T

0
d1mS(t)(1 + αI s)

2dt + mS(T ). (10)

Здесь J2 есть функциональное представление так называемой «стоимости анархии» — ситуации, когда
наибольшую выгоду получает та часть населения, которая не соблюдала ограничений, но при этом не
заразилась.

3. Сборный вариант. Будем искать максимум функционала

J3 =
∫︁ T

0

(︁
d1mS(t)(1 + αI s)

2 + d2m2
F (t) − d3 (1 + αI s)

2
)︁

dt + mS(T ) + mF (T ). (11)

Функционал вида (11) представляет собой обобщение двух противонаправленных процессов (9) и (10).
Здесь d1, d2, d3 представляют собой весовые константы. Для (9)–(11) выбирались значения

d1 = 4.5, d2 = 8, d3 = 6.5. Будем считать, что параметр β изменяется в пределах [0.9β0,1.1β0], где β0

соответствует значение в таблице 1. На рисунке 2 представлено сравнение результатов вычислительно-
го эксперимента для сценариев (9), (10), (11) с результатами, полученными при решении задачи (1)–(2),
и реальными данными. Как и предполагалось, при выполнении сценария (9) заболеваемость в своем
пике меньше, чем для модели (1)–(2), что приводит к повышению среднедушевого дохода населения. В
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случае пессимистического сценария (10) ситуация обратная. Функционал (11) даёт средний результат
относительно двух вышеизложенных.

а) Число инфицированных COVID-19 б) Среднедушевой доход

Рис. 2. Сравнение результатов, полученных при реализации сценариев оптимального управления
распространением эпидемии COVID-19 с учетом экономических процессов в Новосибирской области,

и реальных данных

Поскольку изменение макроэкономических показателей интересно, в первую очередь, в дол-
госрочной перспективе, а камерные модели обычно используются для моделирования на коротких
временных промежутках, то одним из перспективных подходов может стать построение сценариев на
некоторые небольшие промежутки времени и выбор наиболее подходящего под ситуацию сценария.
Так, на рисунке 3 представлено последовательное применение сценариев (9)–(11) к моделированию
ситуации сроком на 3 месяца. Здесь кривая, состоящая из точек, составлена из сценариев, показавших

а) Число инфицированных COVID-19 б) Среднедушевой доход
Рис. 3. Сравнение данных, полученных при склейке сценариев

наибольшее приближение с известными статистическими данными по заболеваемости. Из рисунка
видно, что модель оптимального управления может дать более точный прогноз, чем простая диффе-
ренциальная модель (серая линия), но требует адекватной оценки ситуации при построения нового
прогностического сценария. Описание используемых при моделировании параметров представлено в
таблице 2.

Заключение
Таким образом, в работе последовательно построено две модели, описывающих влияние эпи-

демиологического процесса на макроэкономические показатели. Предложенная базовая дифференци-
альная модель основана на совокупности камерной модели SIR и урбанистической модели Лотки-
Вольтерры. Такая модель вычислительно проста и может быть легко доработана за счет модификации
модели SIR любой известной камерной моделью, что позволит дать более точный эпидемиологический
прогноз.
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Таблица 2
Описание эпидемиологических данных заболеваемости COVID-19, используемых при склейке

сценариев
Для заданного промежутка времени 1 квартал 2 квартал 3 квартал 4 квартал
Значение параметра β в простой диффе-
ренциальной модели

0.55 0.48 0.7 0.27

Значение параметра γ в простой диффе-
ренциальной модели

0.46 0.50 0.51 0.26

Используемый сценарий, показавший наи-
лучшее приближение

(9) (10) (9) (9)

Значение δ, где βmin = β − δβ, βmax = β +
δβ

3% 3% 17% 2%

Далее, на основе базовой дифференциальной модели предложена модель оптимального управ-
ления, где скорость распространения вируса зависит от реализации популяцией стратегии изоляции
(выполнения противоэпидемиологических мер). Сравнение с реальными статистическими данными
результатов вычислительного моделирования показывает, что такая модель хорошо приближает ко-
личественные показатели, но нуждается в адекватной оценке текущей эпидемиологической ситуации
(оценке параметров модели) и подборе правильного сценария развития эпидемии. Отметим, что ри-
сунок 2 показывает, что, хотя развитие сценарного подхода позволяет строить более приближенные
к реальности прогнозы, SIR модели с постоянными коэффициентами плохо приближают реальные
данные заболеваемости COVID-19 в долгосрочной перспективе (ввиду появления новых штаммов и
административных воздействий).
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