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Введение
В рамках изучения течений в пористых средах решается огромное количество задач в разных

постановках: анализ процесса фильтрации в конкретных пористых средах [1], моделирование течения
в поровых пространствах с учетом химического взаимодействия жидкостей [2], изучение процесса ка-
пиллярной пропитки [3] и множество других задач, связанных с анализом течений в пористых матери-
алах [4–6]. Так или иначе каждый из исследователей, работающих с пористыми средами, сталкивается
с необходимостью каким-либо образом моделировать сложную структуру таких сред. Математиче-
ски это проявляется в определении коэффициента проницаемости, который зависит исключительно от
характеристик внутреннего строения пор. Определение этого коэффициента и стало главной целью
моделей геометрии порового пространства.

Для этого было предложено несколько эмпирических моделей пористой среды. Их можно раз-
делить на два класса: гранулярные модели и канальные модели, — в описании каждого из которых
имеются существенные проблемы. Для гранулярных моделей [7, 8], которые представляют пористую
среду как множество круглых «гранул», основной проблемой является сложность получаемой геомет-
рии пор [9]. Модель Козени в модификации Кармана [10], использующая площадь «гранул», относится
к этому классу.

В то же самое время канальные модели, которые представляют пористые среды как множество
однонаправленных каналов (например, в [11, 12]), дают относительно простые соотношения, однако
не моделируют некоторые элементарные свойства пористой среды. Например, канальная модель пред-
ставляет пористую среду анизотропной, хотя реальные образцы демонстрирует в общем изотропные
свойства [13].



18
А. Е. Дашевский

Моделирование пористой среды при помощи сетевой модели

В [13] Фэтт предложил свою собственную модель пористой среды, которая представляла «сети»
различной конфигурации (для простоты использовались двумерные модели). В этих моделях, в основе
которых лежит течение в каналах, оно определялось законом Хагена–Пуазеля для круглого сечения.

В то же время Оуэн представлял пористую среду как набор ячеек, состоящих из «пор», и
соединяющих каналов. В основе этой модели лежит предположение, что каналы вносят большее со-
противление, чем «поры», что обеспечивает высокое значение форм-фактора без введения высоких
значений извилистости.

В основе сетевой модели, рассматриваемой в этой статье, лежит объединение идей моделей
Оуэна и Фэтта. Элементом сетевой модели пор является объем жидкости («узел»), соединенный с
другими элементами («каналами»), в которых (и только в них) происходит переток жидкости из одного
объема в другой.

Описание модели
Модель состоит из двух типов узлов: внутренних и внешних. Внутренние узлы — это область

«реального» порового пространства, в которой изучается течение жидкости. Она обладает своим объ-
емом и может сообщаться с несколькими внутренними узлами посредством каналов, представляет
основную ячейку модели. Внешние узлы — «фиктивные» элементы модели, они не имеют объема и
могут сообщаться только с одним внутренним узлом и больше ни с какими элементами модели. Эти
узлы есть граница расчетной области, в них мы будем задавать граничные условия при решении задач.

Модель содержит N узлов, причем множество номеров внешних узлов обозначим E, а множе-
ство номеров, связанных каналами с узлом n, обозначим Bn. Эти узлы мы называем соседними с узлом
n. Тем самым имеем граф, заданный списком узлов и для каждого узла списком связей. Для внешних
узлов имеем только один канал, связывающий их с остальной моделью — внутренними узлами.

Канал (связь) определяется двумя его узлами, практически идентифицируется узлом n и индек-
сом j таким, что соседний узел mn,j ∈ Bn, причем 1 ≤ j ≤ Jn (Jn — количество соседей узла n). Канал,
определяемый парой (n,j), идентичен каналу, определяемому парой

(︀
mn,j,k

)︀
, если mmn,j ,k = n. Иден-

тифицировать канал будем так же по его двум узлам (n,m), в этом случае идентификация однозначна,
будем записывать подобный индекс в скобках, а индекс по узлу и номеру связи — без скобок.

Для описания геометрии сетевой модели вводим следующие обозначения:
- xn = {xn,1,xn,2,xn,3} — координата узла n относительно заданной фиксированной системы от-

счета;
- Rn — характерный радиус (полуширина) внутреннего узла n. Рассматривая модель с внутрен-

ними узлами в виде куба, имеем объем узла Vn = 8R3
n;

- rn,m — полуширина канала между узлами n, m. В основных расчетах будем считать, что каналы
имеют квадратное сечение. Тогда rn,m — половина длины стороны квадратного сечения канала.

Длина канала определяется координатами узлов, но вследствие того, что на внутреннем узле
имеет место расширение хотя бы из-за подхода нескольких каналов, важным параметром является
именно эффективная (для определения сопротивления) длина Lef f

n,m, меньшая, чем расстояние между
центрами узлов Ln,m. На ее основе строится градиент давления вдоль канала, по которому и определя-
ется поток на основе теории ползущего течения.

Эффективная длина каналов зависит как от координат узлов, так и от геометрических парамет-
ров узлов и канала:

Lef f
n,mn,j = Ln,mn,j − ẼnRnF

(︂
Rn

rn,mn,j

)︂
− ẼmRmF

(︂
Rmn,j

rn,m

)︂

Ln,mn,j =
⃒⃒
xn − xmn,j

⃒⃒
=

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
j=1

(︀
xn,j − xmn,j ,j

)︀2, Ẽn =
{︂

1,n /∈ E;
0,n ∈ E.

(1)

где qn,mn,j — объемный расход в узле n в направлении соседнего узла mn,j.
Здесь F (x) — функция, которая ранее была откалибрована на простой модели каналов с расши-

рением (по Оуэну) посредством сравнения с результатами расчета модели Стокса [14]:

F (x) = 0.65x0.2.
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Учет влияния узлов имеет место, если узел внутренний, поскольку у внешних узлов нет рас-
ширения канала и подхода прочих каналов, что и отражено в формуле (1).

Объем жидкости (часть объема канальной модели), соответствующий узлу, сводится не только
к расширению узла, но и к каналам, примыкающим к нему, причем внешним узлам никакой объем не
соответствует, эти узлы рассматриваются лишь как контрольные точки. Для внутреннего узла можно
определить объем следующим образом:

Vn = 8R3
n +

Jn∑︁
j=1

r2
n,j

{︂ (︀
Ln,mn,j − Rn − Rmn,j

)︀
/2, mn,j /∈ E;

Ln,mn,j − Rn, mn,j ∈ E.
(2)

То есть к расширению внутреннего узла добавляется половина объема каналов, соединяющих
его с другими внутренними узлами, и полный объем каналов, соединяющих с внешними узлами.

Для симуляции течений мы будем использовать принцип моделей Фэтта, Оуэна и Кармана–
Козени, где течение в капиллярах предполагалось ламинарным течением в трубке, описывающимся
уравнением Навье–Стокса, решение которого для данного случая:

qn,mn,j =
ξ

µLef f
n,mn,j

An,mn,j
2 (pn − pm) , cn,mn,j =

ξ

µLef f
n,mn,j

An,mn,j
2, (3)

где ξ — форм-фактор (зависит от формы канала (для каналов квадратного сечения ξ = 0.5632 [14])),
Anm — площадь сечения канала между узлами n и m, pn − pm — перепад давления в канале между
узлами n и m.

Как можно увидеть, при ξ = 1
8π мы получим известный закон Хагена–Пуазейля, описывающий

расход в трубе круглого сечения.
Рассмотрим применение такой модели для решения задачи о нахождении поля давления. Для

нашей модели нахождение поля какой-либо величины эквивалентно поиску значения этой величины в
каждом внутреннем узле модели. Учитывая, что плотность жидкости и геометрия порового простран-
ства постоянная, имеем:

d
dt

(ρnVn) = ρn

Jn∑︁
j=1

qn,j = ρn

Jn∑︁
j=1

cn,mn,j

(︀
pn − pmn,j

)︀
,n /∈ E

=>
Jn∑︁

j=1

cn,mn,j

(︀
pn − pmn,j

)︀
= 0,n /∈ E

(4)

Получаем незамкнутую систему линейных алгебраических уравнений. Дополним их соотноше-
ниями на внешних узлах — граничными условиями:

1) условие Дирихле:
pn = P(xn),n ∈ EG; (5)

2) условие Неймана в общем виде:

Jn∑︁
j=1

cn,mn,j

(︀
pn − pmn,j

)︀
= Q (xn) ,n ∈ EG. (6)

Решение дополненной системы и будет решением задачи об определении поля давлений.
Для моделирования используется сфабрикованный образец, который строится следующим об-

разом:
1) создается равномерная сетка пор и каналов:

a) зона образца, имеющая форму параллелепипеда, разбивается равномерной кубической
сеткой;

b) каждый из узлов полученной сетки считаем центром узла сетевой модели;
c) каждому из полученных узлов присваиваются одинаковые радиусы, исключающие пе-

ресечение узлов;
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d) для каждого из узлов определяются соседние узлы: для каждого узла сетки узлы, ко-
торые имеют общее ребро с прилегающими кубическими элементами, считаются соседними
(6-связность);

e) соседние узлы соединяются каналами с одинаковыми геометрическими параметрами;
f) из каждого узла на границе образца перпендикулярно образцу откладывается канал,

который соединяется с «внешним» узлом — областью задания граничных условий для образца;
2) в равномерной сетке случайным образом создаются нерегулярности:

a) внутренние узлы случайным образом смещаются, меняя положения объема, а также
длины каналов (движение исключается пересечением узлов);

b) радиус случайно выбранных каналов уменьшается до малой величины, симулируя за-
крытые поры.
Таким образом, для вычисления течений в образце требуется задать граничные условия (для

чего используются внешние узлы) и начальные условия в каждом из узлов.

Рис. 1. Пример сгенерированного образца: слева — регулярная сетка, до преобразования (этап 1),
справа — нерегулярная сетка, после преобразования (этап 2)

Моделирование псевдослучайного распределения производится посредством метода Бокса–
Мюллера, позволяющего симулировать распределение Гаусса. Таким образом, для каждого из экспери-
ментов имеем модель, которая определяется параметром среднеквадратичного отклонения σ. При σ=0
имеем случай равномерной решетки.

Решение задачи вычисления поля давления
Введем некоторые новые обозначения, которые позволят визуализировать результаты проведен-

ных расчетов. Введем декартову систему координат с осями, параллельными связям ионной решетки,
имеющую начало в углу образца. Теперь мы построим плоскость, проходящую через центр какого-
либо узла модели и перпендикулярную одной из осей координат (значение координаты на этой оси
в каждой точке плоскости назовем «осевой координатой», а саму ось — «основной»), и будем в каче-
стве основных характеристик модели использовать средние значения давления и насыщенности первой
жидкости в узлах на таких поверхностях. Такую поверхность будем называть средней, а ее координату
обозначим Lavg. Среднее давление на этой поверхности обозначим Pavg. Насыщенность вытесняющей
жидкости на этой поверхности обозначим Savg.

По умолчанию при моделировании использовались следующие параметры (основная ось — ось
1) (табл.).

В каждом из экспериментов начальное давление в узлах задается как равномерно убывающее,
начиная от значения давления на поверхности вытеснения и заканчивая значением на поверхности
вытекания жидкости из образца.

В эксперименте проанализируем возможные изменения параметров процесса фильтрации при
изменении исходной модели (ионной решетки) способом смещения узлов модели. Будем сравнивать
поведение модели при двух значениях σ: σ = 0 и σ = 1. Будем определять время процесса по количе-
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Таблица
Параметры моделирования

Геометрия модели
Размеры моделируемого образца, по каждому измерению, м 0.02x0.005x0.005

Размеры модели, количество внутренних узлов по каждому измерению 200х50х50
Полуширина канала (половина стороны квадрата), м 5.0e-006

Половина характерного размера узла (половина длины стороны куба), м 5.0e-006
Параметры жидкости

Вязкость первой жидкости, вытесняющей, Ст 0.001
Вязкость второй жидкости, вытесняемой, Ст 0.1

Перепад давления, давление на поверхности вытеснения, Па 1.0e+005
Значение давление на поверхности высачивания, Па 1.0е+002

Рис. 2. Зависимость среднего давления на контрольных поверхностях от осевой координаты в
образце, созданном при σ = 0. На горизонтальной оси приведены координаты средней поверхности

Lavg (м), на вертикальной оси — среднее по поверхности давление Pavg (Па)

ству пройденных шагов по времени. В данном эксперименте совершаются два расчета с dsteps=100. В
визуализации отображается распределение давления в модели каждые 10 итераций.

Обратимся к графикам давления 2 и 4. Как было ранее указано, единственная возможность
изменения параметров жидкости во внутренних узлах сетевой модели — это появление потока жидко-
сти из соседних узлов. Вследствие перепада давления жидкости начинают двигаться от поверхности
вытеснения в сторону поверхности вытекания жидкости. Как можно видеть, процесс вытеснения жид-
кости во втором случае (σ= 1) происходит значительно медленнее, чем в первом. Такие изменения
структуры уменьшили показатель проницаемости образца.

Обратимся к графикам 3 и 5. Помимо указанных выше фактов, стоит заметить, что распределе-
ние давления меняется значительно активнее, чем движение вытесняющей жидкости внутрь образца.
Таким образом, давление вытесняемой жидкости растет, и она начинает двигаться в сторону поверхно-
сти вытекания жидкости.

Как можно видеть из полученных результатов, задание модели через изменение ионной решет-
ки позволяет симулировать сложную геометрию пор.

В каждом из случаев t ≈ 15 часов (время моделирования) и C=0.5 (аналог числа Куранта).
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Рис. 3. Зависимость средней насыщенности вытесняющей (первой) жидкости на контрольных
поверхностях от осевой координаты в образце, созданном при σ = 0. На горизонтальной оси

приведены координаты средней поверхности Lavg (м), на вертикальной оси — средняя по
поверхности насыщенность Savg (безразмерная величина)

Рис. 4. Зависимость среднего давления на контрольных поверхностях от осевой координаты в
образце, созданном при σ = 1. На горизонтальной оси приведены координаты средней поверхности

Lavg (м), на вертикальной оси — среднее по поверхности давление Pavg (Па)

Заключение

В данной работе дан краткий обзор существующих моделей пористой среды, включая сетевые
модели. Предложен новый способ построения фиктивного порового пространства на основе сетевой
модели пористой среды, сформулирована математическая модель течения в данной среде.

На примере задачи определения поля давлений и концентраций жидкости при вытеснении из
пористой среды продемонстрирована возможность данного способа построения фиктивного порового
пространства симулировать пористые среды разных проницаемостей.
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Рис. 5. Зависимость средней насыщенности вытесняющей (первой) жидкости на контрольных
поверхностях от осевой координаты в образце, созданном при σ = 1. На горизонтальной оси

приведены координаты средней поверхности Lavg (м), на вертикальной оси — средняя по
поверхности насыщенность Savg (безразмерная величина)
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