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Аннотация: в работе представлен метод подготовки данных и последующая визуализация реше-
ния задачи Коши, которая возникает при моделировании динамики примеси в потенциальных течени-
ях, а также при моделировании динамики примеси в вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрической
области течения. Задача Коши решалась с использованием метода Рунге–Кутты 4-го порядка точно-
сти. Разработано программное обеспечение для решения задачи Коши в трехмерном пространстве,
которое в автоматическом режиме визуализирует полученные результаты. Такая постановка задачи мо-
жет применяться для моделирования динамики течения безынерционной недиффундирующей примеси,
растворенной в жидкости, в случае, когда векторное поле

−→
V , являющееся решением задачи Коши, удо-

влетворяет уравнениям гидродинамики. Задача Коши рассматривается на целом множестве начальных
данных, задающем поле распределения примеси в начальный момент времени. Разработанное про-
граммное обеспечение позволяет проводить вычисления с распределением по доступным ядрам ЭВМ
на основе технологии OpenMP. В качестве средства визуализации использовалась библиотека MathGL.
Представлены результаты тестирования программного обеспечения.

Ключевые слова: математическое моделирование, уравнение Навье–Стокса, метод Рунге–Кутты,
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Abstract: this paper presents a method for data preparation and visualization of the solution to
the Cauchy problem, which arises in simulating the dynamics of impurities in potential flows and in a
viscous incompressible liquid within a cylindrical flow region. The Cauchy problem was solved using the
4th-order Runge-Kutta method. We developed software that solves the Cauchy problem in 3D space and
automatically visualizes the results. This method can simulate the dynamics of an inertialess, non-diffusing
impurity in a liquid, provided that the vector field

−→
V , which solves the Cauchy problem, satisfies the

hydrodynamics equations. The problem is considered for the entire set of initial data defining the impurity
distribution at the initial time. The software performs calculations distributed over available computer cores
using OpenMP. The MathGL library was employed for visualization. The paper also presents the results of
software testing.
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Одной из ключевых задач в науке является качественное и эффективное представление резуль-
татов математического моделирования. Качественная визуализация позволяет оценить эффективность
решения, определить наличие выбросов, ошибок и несоответствие параметризации.

В работе представлен метод подготовки данных и последующая визуализация решения задачи
Коши, которая возникает при исследовании различных процессов, которые могут быть определены
дифференциальным законом эволюции и начальным состоянием. В работе задача Коши используется
при моделировании двух процессов: первый — моделирование динамики примеси в потенциальных
течениях, второй — моделирование динамики примеси в вязкой несжимаемой жидкости в цилиндриче-
ской области течения. Для расчетов применялся метод Рунге–Кутты 4-го порядка точности [1–3].

Разработано программное обеспечение для решения трехмерной задачи Коши следующего
вида:

dx⃗
dt

=
−→
V (x⃗), (1)

начальное условие вида:

x⃗t=0 =
(︁
x0
1 ,x

0
2 ,x0

3

)︁
,

где поле
−→
V (x⃗) — произвольная функция, и в автоматическом режиме визуализирует полученные ре-

зультаты без прямого участия исследователя. Уравнение (1) может быть использовано для описания
динамики течения безынерционной недиффундирующей примеси, растворенной в жидкости, в случае,
когда векторное поле

−→
V (x⃗) удовлетворяет уравнениям гидродинамики. Тогда уравнение (1) рассматри-

вается на целом множестве начальных данных, задающем поле распределения примеси в начальный
момент времени.

Для проведения расчетов с распределением вычислений по доступным ядрам вычислительной
машины использовалась технология OpenMP [4]. В качестве средства визуализации использовалась
библиотека MathGL, которая предназначена для создания качественной научной графики на различ-
ных платформах, для быстрой обработки и отображения больших массивов данных. Кроме того, дан-
ная библиотека позволяет работать в графическом и консольном режимах и легко интегрируется в
различное программное обеспечение [5].

В качестве системы разработки и тестирования была использована ЭВМ на базе процессора
AMD Ryzen Threadripper 2990WX 32-Core-Processor, 32 ГБ оперативной памяти с частотой 2 400 МГц
под управлением ОС Debian.
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Важной составляющей любого исследования является сохранение результатов и его повто-
ряемость. Для этого в разработанном программном обеспечении предусмотрена возможность вво-
да/вывода и сохранения параметров эксперимента в файл конфигурации.

В программе модуль решения задачи Коши отделен от модуля визуализации. Параметры визу-
ализации, такие как частота кадра, задаются в файле конфигурации. Общая схема работы программы
решения задачи Коши представлена на рисунке 1.

Рис. 1. Схема работы программы решения задачи Коши

Выполнение программы начинается с запуска скрипта автоматизации процессов расчета и ви-
зуализации. Работы данного программного комплекса можно условно разделить на 5 частей:

1. Подготовка параметров вычислительного эксперимента.
2. Решение задачи Коши.
3. Визуализация полученных данных.
4. Формирование видеофайлов из кадров для каждого момента времени.
5. Очистка временных файлов.
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1 и 5 пункты выполняются средствами, предоставляемыми командной оболочкой bash. 4 пункт
реализуется с использованием набора свободных библиотек для работы с аудио- и видеофайлами
Ffmpeg.

Рис. 2. Схема работы модуля расчета Рис. 3. Схема работы модуля визуализации

Схема работы 2 части программного комплекса представлена на рисунке 2. Работу данного
модуля можно разделить на несколько этапов:

1. Ввод параметров расчета задачи.
2. Выделение памяти для вычислительного эксперимента.
3. Определение начальных точек согласно правилам, описанным в файле конфигурации.
4. Решение задачи Коши для каждой начальной точки и сохранение результатов в файл.
5. Освобождение памяти.

Решение задачи Коши для каждой начальной точки распределено между потоками процессора,
каждую задачу решает один поток.
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Рис. 4. Математическое моделирование столкновения двух потоков, заданного двумя мощными
источниками и 24 источниками меньшей мощности, 0 ⩽ t ⩽ 0.35
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Рис. 5. Математическое моделирование столкновения двух потоков, заданного двумя мощными
источниками и 24 источниками меньшей мощности, 0.40 ⩽ t ⩽ 0.70
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Name_experiment1: 26_istok_two_tor
#Условия_для_времени
Start_time: 0.0
End_time: 0.7
Step_time: 0.001
N_time: 701
#Количество_точек
#Если_0_то_одно_кол-во_точек_для_каждого_цвета
#Если_1_разное_кол_то_точек_для_каждого_цвета
all_type: 1
#Если_0_то_отсюда_считаем_количество_типов_точек
#Если_1_то_отсюда_считаем_количество_типов_и_сразу_кол_кол_точек
num_type_point: 2
5000 5000
#Если_О_то_одно_КОЛВО_ТОЧЕК_ЧИТАЕМ_ОТСЮДА
num_point: 644
#Тип_расположения_начальных_точек
type_nu: 3
#Тип_правой_части
type_rp: 2
#Сохраняем_каждый_Х_шаг_по_времени
Time_save: 1
#Строим_каждую_Х_картинку_по_времени
Time_save_img: 1

Рис. 6. Файл конфигурации для 1-го теста

Схема работы модуля визуализации представлена на рисунке 3. В работе модуля выделяются
следующие этапы:

1. Ввод параметров экспериментов.
2. Выделение памяти для загрузки результатов прошлого расчета.
3. Визуализация расчетов для каждого момента времени и сохранение в формате png.
4. Освобождение памяти.

Данный модуль в некоторой части совпадает с модулем расчета, их можно объединить, чтобы
визуализация выполнялась сразу после расчета. Но применяемый подход позволяет продолжить расче-
ты в случае сбоя, а также делает универсальным данный программный комплекс. При необходимости
пользователь может провести только расчет, а затем визуализировать результат в любом другом визу-
ализаторе, например, Paraview. В то же время пользователь, наоборот, может воспользоваться только
визуализатором для визуализации полученных им данных.

Для тестирования представленной программы будем решать задачу, описываемую системой
уравнений гидродинамики с условием скольжения на границе:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂
−→
V
∂t

+
(︁−→
V ∇,

−→
V
)︁

+
1
ρ
∇P = ε2∆

−→
V ,

div
−→
V = 0,(︁−→

V ,n⃗
)︁⃒⃒⃒

∂D
= 0,

∂N
∂t

+
(︁−→
V · ∇

)︁
N = gk⃗.

Приведенная система позволяет моделировать движение безынерционных недиффундирующих
примесей. Сначала рассмотрим случай, когда гравитация не учитывается, т .е. g = 0. В качестве теста
возьмем решение задачи Коши заданной системой ДУ вида (1), рассмотренное в [6], в котором поле
скоростей

−→
V (x⃗) имеет вид:

−→
V (x⃗) = ∇

(︃
k∑︁

i=1

qi

‖x⃗ − Mi‖

)︃
, (2)
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где k = 26, точки Mi имеют следующие координаты:

M1 = (0,0,1); M2 = (0,0, − 1);

Mi =
(︂

cos
(︂

iπ
4

)︂
, sin

(︂
iπ
4

)︂
,0
)︂

, i = 3, . . . , 10;

Mi =
(︂

cos
(︂

iπ
4

)︂
, sin

(︂
iπ
4

)︂
,1
)︂

, i = 11, . . . , 18;

Mi =
(︂

cos
(︂

iπ
4

)︂
, sin

(︂
iπ
4

)︂
, − 1

)︂
, i = 19, . . . , 26;

qi принимают значения: q1 = 5, q2 = 5, остальные qi = 0.05.
В начальный момент времени генерируются стартовые положения точек случайным образом

с использованием встроенного в язык программирования С++ генератора случайных чисел, по 5000
точек в окрестностях точек M1 и M2, в форме тора, имитирующие струи по следующим правилам:
количество точек — 5000 для каждой струи, шаг по времени — 1/1000, шагов по времени 700, ради-
ус R = 0.2, радиус r изменялся от 0 до 0.05 для равномерного заполнения области. Центры торов
находились в точках (0; 0;−0.25) и (0; 0; 0.25).

Результаты моделирования приведены на рисунках 4,5. Содержимое файла конфигурации экс-
перимента для данной задачи приведено на рисунке 6.

В качестве еще одного теста разработанного программного обеспечения рассмотрим поле
−→
V (x⃗)

следующего вида, с учетом действия силы тяжести:

V (x) = e−λ2µt 1
λ2

⎡⎢⎣akJ ′0 (akp){x2λ sin (bk (x3 − zk)) + x1bk cos(bk (x3 − zk))}
akJ ′0 (akp){−x1λ sin (bk (x3 − zk)) + x2bk cos(bk (x3 − zk))}
a2

kJ0 (akp) sin(bk (x3 − zk))

⎤⎥⎦− gk⃗. (3)

Такое поле является точным решением уравнения Навье–Стокса и представлено в [7]. Отли-
чие этого теста от предыдущего заключается в другой правой части системы (1). Векторное поле (3)
описывает динамику примеси, растворенной в жидкости в поле тяготения.

В данном случае начальное положение точек задавалось в виде плоского цилиндра радиусом
2.709 и высотой 0.4, количество точек — 1000. Здесь в файле конфигурации дополнительно устанавли-
ваются значения коэффициентов ak, bk, zk, g, µ:

a1 =
1√
2
, b1 =

1√
2
, λ2 = a2

1 + b2
1 , µ = 0.05, g = 0.05, zk = 0 .

Шаг по времени равен 0.01, количество шагов — 40 000.
Результаты моделирования представлены на рисунках 7,8.
Целью данного вычислительного эксперимента была проверка наличия выпадения осадка при

движении примеси, что наблюдается в момент времени t = 400.
Файл конфигурации представлен на рисунке 9. В данном случае в файле конфигурации опи-

сываются не только правила для расчета по методу Рунге–Кутты, но и коэффициенты правой части.
В прошлом тестовом расчете из-за большого количества параметров было удобнее реализовать ввод
сразу через сохранение в массив.

Заключение
В ходе данной работы разработано программное обеспечение для подготовки проведения вы-

числительного эксперимента и визуализации решения задачи Коши. Проведен ряд вычислительных
экспериментов для тестирования разработанного программного обеспечения на примере двух задач.
Первая заключалась в моделировании и визуализации результатов динамики безынерционной приме-
си в потенциальных потоках, задаваемых кулоновскими потенциалами. Вторая задача заключалась
в моделировании и визуализации результатов динамики примеси в вязкой несжимаемой жидкости в
цилиндрической области течения. Полученный программный комплекс может быть оформлен в ви-
де библиотеки программного обеспечения и применяться для моделирования и визуализации течения
безынерционной недиффундирующей примеси, растворенной в жидкости.
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Рис. 7. Результаты моделирования движения примеси, 0 ⩽ t ⩽ 300
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Реализация программного обеспечения для решения задачи Коши с различными конфигурациями полей начальных данных и визуализации результатов
математического моделирования течения тяжелой примеси

З
t = 350

И
t = 400

Рис. 8. Результаты моделирования движения примеси, 350 ⩽ t ⩽ 400

Name_experiment1: test_img_naska
#Условия_для_времени
Start_time: 0.0
End_time: 400.0
Step_time: 0.01
N_time: 40001
#Количество_точек
#Если_0_то_одно_кол-во_точек_для_каждого_цвета
#Если_1_разное_кол_то_точек_для_каждого_цвета
all_type: 1
#Если_0_то_отсюда_считаем_количество_типов_точек
#Если_1_то_отсюда_считаем_количество_типов_и_сразу_кол_кол_точек
num_type_point: 2
1000 1000
#Если_0_то_одно_КОЛВО_ТОЧЕК_ЧИТАЕМ_ОТСЮДА
num_point: 644
#Тип_расположения_начальных_точек
type_nu: 1
#Тип_правой_части
type_rp: 1
#Сохраняем_каждый_Х_шаг_по_времени
Time_save: 100
#Строим_каждую_Х_картинку_по_времени
Time_save_img: 1
#Гравитация_одна_для_всего_эксперимента_отключить 0.0
Graviton_value: 0.0005
#Вязкость
Num_viscosity: 1
0.05
Lamda: 1
#################
#Для_СУПЕРПОЗИЦИИ
super_Ak: 1
1 2 -1
ak: 1
0.707106
bk: 1
0.707106
zk: 1
0

Рис. 9. Файл конфигурации для 2-го теста
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