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Аннотация: проведен анализ точности результатов и скорости выполнения алгоритма Ванга–
Ландау при расчете плотности состояний для двумерной модели Изинга. Показано, что вычисление
плотности состояний одновременно по энергии и намагниченности способствует увеличению точно-
сти расчета статистических моментов энергии. Относительная ошибка определения плотности состо-
яний по энергии уменьшается с ростом размера решетки. Обнаружено, что для больших решеток
невозможно заранее оценить время выполнения алгоритма, так как критерий перехода в режим 1/t не
выполняется.
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Abstract: we analyzed the accuracy and performance of the Wang-Landau algorithm in calculating
the density of states for the two-dimensional Ising model. Our findings indicate that calculating the density
of states simultaneously by energy and magnetization enhances the accuracy of energy moment estimations.
As the lattice size increases, the relative error in the density of states decreases. However, for large lattices,
it is not possible to estimate the execution time of the algorithm in advance, as the criterion for switching
to the 1/tmode is never met.
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Введение
Алгоритм Ванга–Ландау (ВЛ) [1] является эффективным методом, позволяющим напрямую

оценить плотность состояния системы, т. е. вырожденность ее энергетических уровней. Особенно ин-
тересной возможностью алгоритма является получение совместной плотности состояний по энергии
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и другим параметрам, например, намагниченности. Используя такую совместную плотность состоя-
ний, можно получить плотность распределения по энергии и намагниченности при любых значениях
температуры и внешнего поля. Известно, что в классической реализации алгоритма в определенный
момент происходит сатурация ошибки и дальнейшие вычисления не способствуют увеличению точно-
сти оценки плотности состояний. В случае двумерной модели Изинга это приводит к флуктуационной
ошибке порядка 10−4. Хотя такая ошибка кажется на первый взгляд достаточно малой, погрешность
вычисления измеряемых в «реальном эксперименте» величин, таких как теплоемкость, может быть
значительной. Стоит отметить работу [2], где было показано, что для избежания сатурации ошибки вы-
числений модификационный множитель должен уменьшаться в процессе моделирования как 1/t, где
t — время моделирования. Однако до сих пор не был выполнен анализ применимости данной схемы к
вычислению совместной плотности состояний.

Как отмечают некоторые авторы, например, [3], основной проблемой при выполнении расче-
тов по алгоритму Ванга–Ландау является то, что в процессе случайного блуждания сложно достичь
состояний с низкой энергией. В результате при моделировании решеток средних и больших размеров
значительно увеличивается время выполнения алгоритма. Возможным способом решения этой пробле-
мы является распараллеливание алгоритма и ограничение случайного блуждания в некоторой области
энергии и намагниченности. Например, в работах [4, 5] случайное блуждание выполняется путем пе-
ревода двух спинов с противоположными значениями, тем самым сохраняется постоянное значение
намагниченности. Однако, как отмечено в работах [6, 7], разделение пространства энергий приводит
к ошибке вычислений, поэтому необходимо введение обмена конфигураций между подокнами и их
взаимное перекрытие.

В этой работе мы провели анализ эффективности и точности алгоритма Ванга–Ландау по схеме
1/t при вычислении обычной и совместной плотности состояний для двумерной модели Изинга. При
этом исследовалась точность расчета не только самой плотности состояний, но и вычисляемой с ее
помощью теплоемкости.

Расчет одномерной плотности состояний g(E)
Для расчета плотности состояний g(E), то есть числа конфигураций с энергией E, модели

Изинга на решетке L × L с периодическими граничными условиями использовался описанный ниже
алгоритм. Сначала задавалось начальное приближение для плотности состояний g(E) = 1, начальное
значение модификационного множителя f = e и инициализировалась гистограмма H(E) = 0. Далее
выполнялось случайное блуждание по конфигурациям системы путем переворота случайного спина.
Переход в новую конфигурацию i → j принимался с вероятностью

P(i → j) = min
(︂

g(Ei)
g(Ej)

, 1
)︂

. (1)

Вне зависимости от того, принята новая конфигурация или нет, для энергии текущей конфигу-
рации выполняется обновление плотности состояний и гистограммы:

g(E) → f · g(E), H(E) → H(E) + 1. (2)

Когда для всех значений энергии гистограмма отлична от нуля H(E) > 0, модификационный
множитель уменьшается f →

√︀
f и гистограмма обнуляется. Данный процесс продолжается до тех

пор, пока ln f > 1/t, где t = n/NE , n — общее число попыток переворота спина с начала моделирова-
ния, NE = L2 − 1 — число возможных значений энергий. Как только выполняется условие ln f ≤ 1/t,
процесс моделирования изменяется: модификационный множитель меняется каждый шаг моделирова-
ния согласно соотношению ln f = 1/t, а гистограмма посещения состояний больше не используется.
Моделирование прекращается, когда ln f < ln ff inal = 5 · 10−8. Полученные плотности состояний были
перенормированы таким образом, чтобы значение g(E0), где E0 — основное состояние, было равно
двум. Здесь стоит отметить, что общее число итераций (попыток переворота спина) за все время моде-
лирования составляет NE/ ln ff inal = 2 · 107(L2 − 1), что позволяет заранее оценить время выполнения
алгоритма.

По данному алгоритму были рассчитаны плотности состояний g(E) для решеток с линейным
размером от L = 10 до L = 256. Некоторые из полученных зависимостей G(E) = ln g(E) показаны
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1. Результаты расчета одномерной плотности состояний g(E). (а) Зависимости логарифма
плотности состояний G(E), полученные в результате моделирования. (б) Относительная ошибка

G(E) по сравнению с точным значением. (в) Температурные зависимости теплоемкости !(β),
рассчитанные по результатам моделирования. (г) Относительная ошибка рассчитанной

теплоемкости для решетки L = 256

на рисунке 1а. Для оценки точности результатов моделирования было проведено сравнение с анали-
тическими зависимостями для двумерной модели Изинга, рассчитанными по методу из работы [8].
Также было проведено сравнение температурных зависимостей теплоемкости !(β) (β = 1/kBT — об-
ратная температура), рассчитанных по результатам моделирования (рис. 1в), с точным зависимостями,
полученными из статсуммы Кауфман [9]. Определим относительную ошибку логарифма плотности
состояний и теплоемкости следующим образом:

ϵG(E) =

⃒⃒⃒⃒
G(E) −Gex(E)
G(E) + Gex(E)

⃒⃒⃒⃒
, ϵC(β) =

⃒⃒⃒⃒
C(β) − Cex(β)
C(β) + Cex(β)

⃒⃒⃒⃒
, (3)

где Gex(E) и Cex(β) — точные значения логарифма плотности состояний и теплоемкости.
Графики относительной ошибки логарифма плотности состояний ϵG(E) показаны на рисунке

1б, а средние ⟨ϵG(E)⟩ и максимальные значения ошибки max(ϵG(E)) представлены в таблице 1. Метод
из работы [8] не позволяет рассчитать плотность состояний для решеток с L > 40, поэтому для боль-
ших решеток нельзя оценить точность непосредственно самой плотности состояний. Из рисунка 1б
видно, что ошибка в основном имеет систематический характер со сравнительно небольшими флукту-
ациями. Для всех зависимостей можно выделить две точки, где ошибка имеет максимум. Первая точка
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находится вблизи основного состояния, а вторая — вблизи критического значения внутренней энергии.
При этом с ростом размера решетки ошибка в целом уменьшается. Исключение составляют результа-
ты для решетки L = 32, однако в данном случае необычно большое значение ошибки обусловлено
неудачным выбором нормировки. Отметим, что мы пробовали нормировать плотность состояний по
общему числу конфигураций, но такая нормировка, как правило, имела худшее согласие с точными
значениями. Среднее значение ошибки ⟨ϵG(E)⟩ для большинства решеток имеет порядок 10−5, а мак-
симальное значение max(ϵG(E)) — 10−4 (см. табл. 1). При этом в целом ⟨ϵG(E)⟩ уменьшается с ростом
размера решетки L, а max(ϵG(E)) — увеличивается.

Используя полученную в результате моделирования плотность состояний g(E), мы рассчитали
температурные зависимости теплоемкости C(β) в интервале β от 0.001 до 0.7 с шагом 0.001 (см.
рис. 1в). На рисунке 1г показана ошибка ϵC(β) для решетки с L = 256. Видно, что ошибка носит
флуктуационный характер и имеет максимум в критической точке. Среднее значение ошибки ⟨ϵC(β)⟩
имеет порядок 10−4–10−3, а максимальное значение max(ϵC(β)) — 10−3–10−2 (см. табл. 1). И среднее,
и максимальное значение ошибки увеличиваются с ростом размера решетки.

Отметим также особенности выполнения схемы 1/t при расчете одномерной плотности со-
стояний g(E). Обозначим за t0 значение t, при котором изменяется процесс моделировании, то есть
происходит переход от стандартной схемы алгоритма к схеме 1/t. Из таблицы 1 видно, что значение
t0 увеличивается с ростом размера решетки L, то есть переход на новую схему происходит позднее.
Для решетки L = 256 переход на схему 1/t не происходит вообще, так как все время моделирования
выполняется условие ln f > 1/t. Вследствие этого для решеток размера L ≥ 256 невозможно зара-
нее оценить длительность выполнения алгоритма Ванга–Ландау при выбранном конечном значении
модификационного множителя ff inal = exp(5 · 10−8).

Таблица 1
Результаты расчета одномерной плотности состояний g(E). L — линейный размер решетки, NE —

число возможных значений энергии, ⟨ϵG(E)⟩ и max(ϵG(E)) — средняя и максимальная ошибка
логарифма плотности состояний, ⟨ϵC(β)⟩ и max(ϵC(β)) — средняя и максимальная ошибка

теплоемкости, t0 — шаг моделирования, на котором происходит переход алгоритма в режим 1/t
L NE ⟨ϵG(E)⟩ max(ϵG(E)) ⟨ϵ!(β)⟩ max(ϵ!(β)) t0

10 99 1.4·10−4 5.3·10−4 5.2·10−4 1.5·10−3 7·103

12 143 9.7·10−5 4.3·10−4 3.4·10−4 1.1·10−3 6.5·103

14 195 8.2·10−5 8.4·10−4 5.5·10−4 1.3·10−3 1.5·104

16 255 6.7·10−5 5.5·10−4 3.7·10−4 1.1·10−3 1.4·104

18 323 3.2·10−5 1.9·10−4 5.4·10−4 2.8·10−3 2.3·104

20 399 4.4·10−5 1.7·10−4 4.1·10−4 9.7·10−4 2.6·104

32 1023 8.2·10−5 1.2·10−3 7.0·10−4 3.3·10−3 1.2·105

40 1599 3.3·10−5 2.3·10−3 6.7·10−4 2.6·10−3 1.2·105

100 9999 - - 1.2·10−3 7.5·10−3 3.1·106

150 22499 - - 2.4·10−3 0.0146 9.8·106

200 39999 - - 1.9·10−3 0.0569 1.2·107

256 65535 - - 1.7·10−3 0.0401 -

Таким образом, с ростом размера решетки L эффективность алгоритма Ванга–Ландау значи-
тельно уменьшается. Хотя средняя ошибка оценки плотности состояний уменьшается, ошибка тепло-
емкости, рассчитанной с помощью этой плотности, увеличивается. При этом для больших решеток
становится невозможно заранее оценить время выполнения алгоритма.

Расчет совместной плотности состояний g(E,M)
Теперь рассмотрим вычисление совместной плотности состояний g(E,M) по энергии E и намаг-

ниченности Mc использованием схемы 1/t. Время моделирования теперь определяется как t = n/NE,M,
где NE,M — общее число возможных комбинаций энергии и намагниченности. Число NE,M (см. табл.
2) определялось по результатам предварительного моделирования по алгоритму Ванга–Ландау без
обновления значения модификационного множителя. Мы смогли рассчитать плотность состояний
g(E,M)только для решеток небольшого размера, так как число NE,M достаточно большое и требуется
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большое количество, чтобы достичь конечного значения модификационного множителя. На рисунке
2а показан график G(E,M) = ln g(E,M) для наибольшей из рассмотренных нами решеток (L = 28).
Нормировка g(E,M) также выполнялась по основному состоянию.

Таблица 2
Результаты расчета совместной плотности состояний g(E,M). NE,M — общее число возможных
комбинаций энергии и намагниченности. Для расшифровки остальных условных обозначений см.

подпись к таблице 1

L NE,M ⟨ϵG(E)⟩ max(ϵG(E)) ⟨ϵ!(β)⟩ max(ϵ!(β)) t0

10 4200 7.8 ·10−5 4.2 · 10−4 8.8·10−5 3.3·10−4 7.8·103

12 8972 5.5·10−5 3.0·10−4 2.9·10−5 1.1·10−4 1.2·104

14 16982 5.2·10−5 2.5·10−4 8.0·10−5 2.5·10−4 2.4·104

16 29430 6.2·10−5 5.8·10−4 1.4·10−4 6.2·10−4 4.8·104

18 47724 4.3·10−5 4.5·10−4 1.5·10−4 6.4·10−4 5.1·104

20 73448 2.6·10−5 2·10−4 7.3·10−5 3.1·10−4 8.8·104

24 154530 3.0·10−5 2.6·10−4 5.2·10−5 2.6·10−4 1.6·105

28 289252 1.4·10−5 1.3·10−4 9.1·10−5 5.7·10−5 2.4·105

(а) (б)

Рис. 2. (а) Логарифм совместной плотности состояний G(E,M). Данные получены в результате
моделирования для решетки L = 28. (б) Относительная ошибка G(E), полученного из g(E,M) в

результате суммирования, по сравнению с точным значением

Используя совместную плотность состояний g(E,M) путем суммирования по M, мы получили
плотность состояний по энергии g(E) =

∑︀
M g(E,M). Графики относительной ошибки этой плотности

ϵG(E) (см. рис. 2б) являются гораздо более гладкими по сравнению с результатами непосредственно-
го расчета одномерной плотности состояний. Флуктуации на этих зависимостях присутствуют только
вблизи энергии основного состояния. Средняя относительная ошибка ⟨ϵG(E)⟩ уменьшилась приблизи-
тельно в два раза для большинства решеток (см. табл. 2). Точность оценки температурных зависимо-
стей теплоемкости также увеличилась почти на порядок (табл. 2).

Точные значения совместной плотности состояний g(E,M) для двумерной модели Изинга неиз-
вестны, однако можно рассчитать среднюю энергию Ē, дисперсию энергии D и последующие статисти-
ческие моменты при заданном значении намагниченности M [11]. В случае двумерной модели Изинга
средняя энергия и дисперсия энергии определяются следующими выражениями:
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Ēex(M) = E0
(N − 2n)2 − N

N(N − 1)
,

Dex(M) = 2N
(1 − m2)(1 − m2 − 4δ + 4δ2)

(1 − δ)(1 − 2δ)(1 − 3δ)

(︂
1 − 4

N − 1

)︂
,

(4)

где N = L2, δ = 1/N , m = M/N , n = (1 − m)/2.
Аналогично выражению (3) определим относительную ошибку средней энергии и дисперсию

энергии при заданном значении M:

ϵĒ(M) =

⃒⃒⃒⃒
Ē(M) − Ēex(M)
Ē(M) + Ēex(M)

⃒⃒⃒⃒
, ϵD(M) =

⃒⃒⃒⃒
D(M) − Dex(M)
D(M) + Dex(M)

⃒⃒⃒⃒
, (5)

где Ē(M) и D(M) — значения средней энергии и дисперсии энергии, рассчитанные через совместную
плотность состояний g(E,M). Величины средней ошибки ⟨ϵĒ(M)⟩ и ⟨ϵD(M)⟩ для различных решеток
представлены в таблице 3. Видно, что для всех решеток средняя величина ошибки порядка 10−4, то
есть результаты моделирования хорошо совпадают с точными значениями.

Таблица 3
Средняя ошибка энергии и дисперсии энергии при фиксированном значении намагниченности M

L ⟨ϵĒ(M)⟩ ⟨ϵD(M)⟩

10 6.4 · 10−5 1.23·10−4

12 1.7·10−4 1.12·10−4

14 1.1·10−4 1.25·10−4

16 8.4·10−5 1.03·10−4

18 1.2·10−4 1.44·10−4

20 1.1·10−4 1.26·10−4

24 1.3·10−4 1.32·10−4

28 1.8·10−4 1.27·10−4

В заключение параграфа отметим, что величина t0, то есть номер шага, при котором происходит
переход в режим 1/t, растет с увеличением размера решетки (табл. 2). То есть при расчете совместной
плотности состояний для больших решеток могут возникать проблемы с оценкой времени выполнения
алгоритма, так же, как и при расчете одномерной плотности состояний.

Обсуждение результатов
Был проведен анализ эффективности и точности алгоритма Ванга–Ландау по схеме 1/t при

вычислении одномерной и совместной плотности состояний для двумерной модели Изинга. Показано,
что вычисление плотности состояний одновременно по энергии и намагниченности способствует уве-
личению точности расчета статистических моментов энергии (в частности, дисперсии). ‘Обнаружено,
что алгоритм Ванга–Ландау при вычислении плотности состояний дает систематическую ошибку, вели-
чина которой уменьшается с ростом размера решетки. Однако производительность алгоритма при этом
значительно уменьшается, и для больших решеток становится невозможным предварительно оценить
время выполнения вычислений.

Предложенный алгоритм естественным образом использует разбиение конфигурационного про-
странства состояний системы на непересекающиеся области, что позволяет вычислять их характери-
стики независимо и параллельно. При этом время работы алгоритма уменьшается пропорционально
линейному размеру решетки; появляется дополнительная возможность учета распределения намагни-
ченностей; повышается точность вычислений; в отличие от классического алгоритма Ванга–Ландау,
разработанный алгоритм позволяет описывать систему в присутствии магнитного поля.
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