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Аннотация: в работе описан алгоритм решения стационарной и нестационарной задач тепло-
проводности с идеальным и неидеальным контактом между слоями. Данный алгоритм основан на
совместном применении метода обобщенных степеней Берса, матричного метода и метода разделения
переменных (метода Фурье). Предложенный подход позволяет в единой форме получить приближенно-
аналитическое решение задачи при произвольном числе слоев в среде с плоскими, цилиндрическими
или сферическими слоями. Описана программная реализация данного подхода. Разработанная в сре-
де Maple программа позволяет решить четыре типа задач: это стационарная задача с идеальным или
неидеальным контактом и нестационарная задача с идеальным или неидеальным контактом между
слоями. Возможно решение краевых задач первого или третьего типов. Полученное решение визуали-
зируется в виде двумерного (для стационарной задачи) или трехмерного (для нестационарной задачи)
графика распределения температуры.
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Abstract: we developed an algorithm to solve stationary and non-stationary heat conduction problems
involving ideal and non-ideal contact between layers. This algorithm integrates the Bers generalized power
method, matrix method, and the method of separation of variables (Fourier method). Our approach provides
a unified framework for deriving approximate analytical solutions for media with an arbitrary number of
layers in flat, cylindrical, or spherical configurations.

We also implemented this approach in the Maple environment, which can address four types of
problems: stationary heat conduction with ideal or non-ideal contact and non-stationary heat conduction
with ideal or non-ideal contact between layers. The algorithm can solve boundary value problems of the
first or third type. The results are temperature distribution curves, either 2D for stationary problems, or 3D
for non-stationary ones, enabling clear visualization of the results.
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Введение
Расчет процесса теплопереноса в многослойных средах в настоящее время является весьма рас-

пространенной задачей во многих отраслях производства. Такие вопросы возникают при проектиро-
вании и строительстве зданий, при создании композитных материалов, при оптимизации конструкции
многослойных светоизлучающих структур и др. В настоящей работе рассмотрен один из возможных
подходов к решению этой проблемы и его программная реализация.

Предлагаемый подход состоит в совместном применении трех методов: 1) метод обобщенных
степеней Берса [1–3], позволивший в единой аналитической форме записать алгоритм решения задачи
теплопроводности в среде, обладающей сдвиговой, осевой или центральной симметрией; 2) матрич-
ный метод, благодаря которому можно получить аналитическое решение уравнения теплопроводности
при любом конечном числе слоев среды; 3) метод Фурье (метод разделения переменных). Наиболее
раннее упоминание идеи применения матричного метода для решения задачи теплопроводности в мно-
гослойной среде (для случая составных пластин, т. е. только для плоской среды) нам удалось найти
в [4], но авторы там же отмечали, что, хотя такой подход позволяет получить аналитическое решение,
однако уже для двух слоев оно становится очень громоздким. Так как компьютерная алгебра и символь-
ные вычисления тогда (в середине XX в.) только зарождались, численные методы на практике были
предпочтительнее. Видимо, этим объясняется, что идея матричного метода не получила дальнейшего
развития для решения задач теплопереноса. Однако этот подход для решения проблемы многокомпо-
нентности встречается сейчас в различных научных исследованиях, например, использование матриц
перехода и передаточных матриц при решении задачи Штурма–Лиувилля на кривой с условиями разры-
вов решений [5], использование матриц переноса в задачах деформации в слоистых средах [6], метод
матрицы переноса для моделирования оптических свойств слоистых структур [7] и др.

В наших работах мы развиваем применение матричного метода для моделирования процессов
теплопроводности [8] и диффузии в многослойных средах [9] и его программную реализацию.

Постановка задачи
Рассмотрим многослойную среду из n слоев, расположенных от начальной координаты x1 до

конечной xn+1, номер слоя совпадает с номером координаты его левой границы. Рассмотрим одномер-
ный процесс теплопроводности в этой среде, задаваемый уравнением:

a2(x)
∂

∂x

(︂
a1(x)

∂T
∂x

)︂
=

∂T
∂t

. (1)

Поток направлен вдоль оси x перпендикулярно поверхности слоистой среды:

J = −a1(x)∂T/∂x.

Для дальнейшего удобства введем операторы:

D1 = a1(x)
∂

∂x
, D2 = a2(x)

∂

∂x
.

Коэффициенты уравнения (1) на каждом слое имеют вид:

a(i)
1 = psλ

(i)xs, a(i)
2 =

1
c(i)ρ(i)xs ,

где λ(i), c(i), ρ(i) — соответственно коэффициент теплопроводности, теплоемкость и плотность среды на
i-м слое. Процессу со сдвиговой симметрией (плоские слои) по оси x соответствует показатель s = 0, с
осевой симметрией (цилиндрические слои) — s = 1 и с центральной симметрией (сферические слои) —
s = 2. Коэффициент ps для процессов с различными видами симметрии определен формулами p0 = 1,
p1 = 2π, p2 = 4π. Среда с цилиндрическими или сферическими слоями предполагается полой внутри
(координата границы меньшего радиуса x1 > 0).
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Тогда уравнение (1) перепишем послойно в виде:

D(i)
2 D(i)

1 T (i) =
∂T (i)

∂t
, i = 1,n, (2)

J = −D(i)
1 T (i), i = 1,n. (3)

На границах слоев зададим условия сопряжения, соответствующие неидеальному контакту:

T (i+1)(xi+1,t) −T (i)(xi+1,t) = −r(i+1)J (i)(xi+1,t),

J (i)(xi+1,t) = J (i+1)(xi+1,t), i = 1,n − 1,
(4)

где r(i+1) — коэффициент теплообмена в точке xi+1 контакта i-го и (i+1)-го слоев. В случае идеального
контакта принимаем условия непрерывности температуры и потока, которые можно считать частным
случаем условий (4) при r(i+1) = 0, i = 1,n − 1.

На границах среды зададим условия третьего типа:

T (1)(x1,t) −T1 = −r1J (1) (x1,t) , T2 −T (n)(xn+1,t) = −r2J (n) (xn+1,t) , (5)

где r1 и r2 — коэффициенты термического сопротивления на границах многослойной среды, T1 и T2 —
внешние температуры на границах среды.

Начальное распределение температуры:

T (i)(x,0) = g(x), x ∈ [xi,xi+1], i = 1,n. (6)

Алгоритм решения
Решение задачи (2)–(6) будем искать в виде суммы решений стационарной и нестационарной

подзадач T (i)(x,t) = T (i)
st (x) + T (i)

nonst(x,t), i = 1, n, которые задаются следующими условиями:
1) стационарная подзадача:

D(i)
2 D(i)

1 T (i)
st (x) = 0, i = 1, n,

T (i+1)
st (xi+1,t) −T (i)

st (xi+1,t) = −r(i+1)J (i)
st (xi+1,t),

J (i)
st (xi+1) =J (i+1)

st (xi+1), i = 1, n − 1,

T (1)
st (x1) −T1 = −r1J

(1)
st (x1) , T2 −T (n)

st (xn+1) = −r2J
(n)
st (xn+1) ,

(7)

2) нестационарная подзадача:

D(i)
2 D(i)

1 T (i)
nonst(x,t) =

∂T (i)
nonst(x,t)
∂t

, i = 1,n,

T (i+1)
nonst (xi+1,t) −T (i)

nonst(xi+1,t) = −r(i+1)J (i)
nonst(xi+1,t),

J (i)
nonst(xi+1,t) = J (i+1)

nonst (xi+1,t), i = 1,n − 1,

T (1)
nonst(x1,t) = −r1J

(1)
nonst (x1,t) , T (n)

nonst(xn+1,t) = r2J
(n)
nonst (xn+1,t) ,

T (i)
nonst(x,0) = g(x) −T (i)

st , x ∈ [xi,xi+1], i = 1,n.

(8)

Стационарную задачу решаем с помощью сочетания метода обобщенных степеней Берса и
матричного метода, суть которого можно описать как последовательное умножение матриц, характери-
зующих теплофизические и геометрические параметры слоев.

На сегменте [xi,xi+1] поставим задачу Коши:

Tst|xi
= T (i)(xi), Jst|xi

= J (i)(xi).

Решение задачи Коши для сегмента [xi,xi+1] запишем в формализме Берса:

T (i)
st (x) = T (i)(xi) − Xi(x,xi)J (i)(xi),

J (i)
st (x) = J (i)(xi).

(9)
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где

Xi(x,xi) =
∫︁ x

xi

dξ

a(i)
1 (ξ)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ x

xi

dξ
λ(i) =

x − xi

λ(i) для плоских слоев,∫︁ x

xi

dξ
λ(i)x

=
1
λ(i) ln

x
xi

для осесимметричных слоев,∫︁ x

xi

dξ
λ(i)x2

=
x − xi

λ(i)xxi
для слоев с центральной симметрией,

D(i)
1 Xi(x,xi) = a(i)

1 (x)
d
dx

∫︁ x

xi

dξ

a(i)
1 (ξ)

= 1.

Введем обозначения:

V (i)
st (x) =

(︃
T (i)

st (x)
J (i)
st (x)

)︃
, K(i)

st (x,xi) =
(︂

1 −Xi(x,xi)
0 1

)︂
,

V (i)
st (xi) =

(︂
T (i)(xi)
J (i)(xi)

)︂
, R(i+1) =

(︂
1 r(i+1)

0 1

)︂
и запишем в матричной форме решение (9) для i-го слоя:

V (i)
st (x) = K(i)

st (x,xi)V
(i)
st (xi)

и условия сопряжения в точке контакта слоев:

V (i)
st (xi+1) = R(i+1)V (i+1)

st (xi+1).

Тогда решение для (i+1) слоя с учетом условий неидеального контакта:

V (i+1)
st (x) = K(i+1)

st (x,xi+1)V
(i)
st (xi+1) = K(i+1)

st (x,xi+1)
[︁
R(i+1)K(i)

st (xi+1,xi)V
(i)
st (xi)

]︁
. (10)

Тогда решение для всей системы слоев строим, выполняя последовательно подстановку усло-
вий согласования (10) в точках контакта слоев, начиная с первого слоя. Получим общий результат для
i-го слоя:

V (i)
st (x) = K(i)

st (x,xi)R(i)K(i−1)
st ...R(2)K(1)

st (x2,x1)V
(1)
st (x1) = K(i,1)

st (x,x1)V
(1)
st (x1), xi ≤ x ≤ xi+1 (11)

В конечной точке xn+1 системы слоев получим:

V (n)
st (xn+1) = K(n,1)

st (xn+1, x1)V
(1)
st (x1),

откуда, используя краевые условия, находим T (1)(x1) и J (1)(x1), подставляем в (11) и получаем решение
стационарной подзадачи (7).

Нестационарную подзадачу (8) решаем с помощью сочетания метода Фурье, метода обобщен-
ных степеней Берса и матричного метода.

Частное решение уравнений на слое ищем в виде:

T (i)
nonst(x,t) = u(i)(x)e−µ2t, i = 1,n.

Тогда амплитудная функция u(i)(x) удовлетворяет уравнению:

D(i)
2 D(i)

1 u(i)(x) + µ2u(i)(x) = 0

и условиям неидеального контакта слоев:

u(i)(xi+1) = r(i+1)u(i+1)(xi+1), j(i)(xi+1) = j(i+1)(xi+1), i = 1,n ,

где j(i)(x) = −D(i)
1 u(i)(x), а также граничным условиям:

u(1)(x1) = −r1j(1) (x1) , u(n)(xn+1) = r2j(n) (xn+1) .
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Решение задачи Коши для каждого слоя запишем в формализме Берса:

u(i)(x) = u(i)(xi) cosµXi(x,xi) −
1
µ

j(i)(xi) sinµX(x,xi),

j(i)(x) = u(i)(xi)µ sinµX̃i(x,xi) + j(i)(xi) cosµX̃(x,xi).
(12)

Введем обозначения:

K(i)(x,xi) =
(︂

cosµXi(x,xi) − 1
µ sinµXi(x,xi)

µ sinµX̃i(x,xi) cosµX̃i(x,xi)

)︂

K(i)(x,xi) =
(︂

cosµXi(x,xi) − 1
µ sinµXi(x,xi)

µ sinµX̃i(x,xi) cosµX̃i(x,xi)

)︂
и запишем решение задачи Коши (12) на i-м слое в матричной форме:

V (i)(x) = K(i)(x,xi)V (i)(xi).

Выражения для элементов матрицы K(i)(x,xi) для рассматриваемых видов геометрии слоев
можно найти в [8].

Условия сопряжения на границах между слоями в матричной форме имеет вид:

V (i)(xi+1) = R(i+1)V (i+1)(xi+1).

Как и при решении стационарной подзадачи, начиная с первого слоя и выполняя последова-
тельную подстановку, получим:

V (i)(x) = K(i,1)(x,x1)V (1)(x1), x ∈ [xi,xi+1],

где K(i,1)(x,x1) = K(i)(x,xi)R(i)K(i−1)(xi,xi−1)...R(2)K(1)(x2,x1).
В конечной точке системы слоев получим:

V (n)(xn+1) = K(n,1)(xn+1,x1)V (1)(x1).

Получив из (12) значения u(n)(xn+1) и j(n)(xn+1), выраженные через u(1)(x1) и j(1)(x1), подстав-
ляем их в краевые условия и требуем равенства нулю определителя этой системы. Таким образом,
получаем условие определения собственных значений µk, доказанное в [8]:

det
(︂

1 r1
k(n,1)
11 − r2k

(n,1)
21 k(n,1)

12 − r2k
(n,1)
22

)︂
= 0.

Далее определяем нормированные собственные функции:

f (i)
k (x) =

u(i)
k (x)
Nk

,

где u(i)
k (x) — базисная функция, соответствующая собственному значению µk, и норма определяется из

условия:

N2
k =

n∑︁
i=1

∫︁ xi+1

xi

1

a(i)
2 (x)

(︁
u(i)

k (x)
)︁2

dx.

Находим коэффициенты в разложении Фурье:

ck =
1
Nk

n∑︁
i=1

∫︁ xi+1

xi

(︁
g(x) −T (i)

st (x)
)︁ u(i)

k (x)

a(i)
2 (x)

dx

и получаем решение нестационарной подзадачи (8):

T (i)
nonst(x,t) =

∞∑︁
k=1

ckf
(i)
k (x)e−µ2

kt, i = 1,n.
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Таким образом, имеем решение поставленной задачи (2)–(6):

T (i)(x,t) = T (i)
st (x) + T (i)

nonst(x,t), i = 1, n.

Описание программной реализации метода
Изложенный алгоритм решения нетрудно программируется в системе компьютерной математи-

ки. Нами был разработан программный комплекс в вычислительной среде Maple, который на данный
момент позволяет решить и визуализировать в виде трехмерного графика распределения температуры
четыре вида задач: стационарную задачу теплопроводности с идеальным или неидеальным контак-
том между слоями и нестационарную задачу теплопроводности, также с идеальным или неидеальным
контактом между слоями. Решение возможно получить при краевых условиях первого или третьего
типа.

Рис. 1. Схема работы программы решения задачи теплопроводности

Пользователь вводит в файл данных в формате MS Excel исходные параметры. К ним относятся
тип краевой задачи (первая или третья), стационарная задача или нет, идеальный контакт между сло-
ями или нет, тип геометрии среды (сдвиговая, осевая или центральная симметрия), количество слоев,
теплофизические параметры каждого слоя и координаты их границ, коэффициенты теплового сопро-
тивления на границах (если задача с неидеальным контактом между слоями), количество собственных
значений и время окончания процесса (для нестационарной задачи), начальная функция распределения
температуры (для нестационарной задачи) и внешние температуры. Все значения параметров указы-
ваются в единицах измерения СИ. Затем программа считывает данные и передает их на выполнение
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соответствующему модулю. Схема программы показана на рисунке 1. Каждый модуль программы ре-
ализует по описанному выше алгоритму решение соответствующей задачи. Например, на рисунке 2
представлен алгоритм выполнения решения нестационарной задачи теплопроводности с неидеальным
контактом между слоями. Другие модули имеют схожую структуру. Затем выводится результат в виде
графика решения.

Рис. 2. Схема работы расчетного модуля «Нестационарная неидеальный контакт»
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На рисунке 3 показан пример визуализации решения нагрева 5-слойной плоской среды с неиде-
альным тепловым контактом между слоями и при условиях третьего типа на границах. Внешние тем-
пературы T1 = 50∘C и T2 = 10∘C. Параметры слоев соответствуют теплофизическим параметрам
материалов: сталь (первый и пятый слои), алюминий (третий слой), кирпич (второй и четвертый слои).

Решение выполняется достаточно быстро, например, представленное на рисунке 3 решение по-
лучено за 16 с на персональном компьютере. В случае усложнения геометрии среды, увеличения числа
собственных значений (например, до 20–30) и количества слоев (до 7–8) время расчета увеличивается
до нескольких минут.

Заключение
В работе приведен алгоритм решения задачи теплопроводности с неидеальным тепловым кон-

тактом между слоями и описана его программная реализация, приведен пример расчетов. В получен-
ную программу в дальнейшем могут быть включены дополнительные расчетные функции, например,
может быть добавлено сравнение погрешностей решений при различном количестве найденных соб-
ственных значений для одних и тех же исходных данных.

Рис. 3. Пример результата решения нестационарной задачи теплопроводности с неидеальным
контактом
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