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Аннотация: исследованы свойства нейронной сети в случае, когда ранг тензора связей выше
двух, т.е. помимо матрицы синаптических связей присутствуют пресинаптические синапсы. Такого
рода тензоры связи имеют место при аппаратной реализации нейронной сети на основе кроссбаров.
Неотъемлемым свойством кроссбарной схемы является наличие паразитных токов: сигнал с одной ши-
ны, идущей на некоторый нейрон, перетекает через ячейки памяти (синапсы) на шины всех других
нейронов. Тем самым на входной сигнал нейрона накладывается шум — ослабленные сигналы, иду-
щие на все остальные нейроны. При этом проводимость аналоговой кроссбарной ячейки изменяется
пропорционально шумовому сигналу и выходной сигнал ячейки приобретает нелинейный по входу
характер. Показано, что при определенном виде тензора связей качество нейросетевого алгоритма зна-
чительно улучшается. Анализ проведен на примере сети, подобной сети Хопфилда.
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Abstract: we studied the properties of a neural network where the rank of the coupling tensor is
greater than two. In this case, in addition to the matrix of synaptic connections, there are presynaptic
synapses. Such coupling tensors occur in hardware implementations of neural networks based on crossbar
arrays. An inherent property of the crossbar scheme is the presence of parasitic currents: a signal from one
wire going to a specific neuron flows through memory cells (synapses) to the wires of all other neurons.
As a result, noise is superimposed on the input signal of the neuron, weakening signals going to all other
neurons. In this scenario, the conductivity of the analog crossbar cell changes proportionally to the noise
signal, causing the output signal of the cell to acquire a nonlinear relationship with the input. We showed that
with a specific type of coupling tensor, the quality of the neural network algorithm improved significantly.
We used a network similar to the Hopfield network as an example.
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Введение
Наиболее сложной проблемой при аппаратной реализации искусственной нейронной сети яв-

ляется создание связей (синапсов) между нейронами. В большинстве алгоритмов, используемых в
различных приложениях, число связей превышает значение 104 − 105. Соответственно, реализация
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такого числа связей стандартными методами электроники представляет собой чрезвычайно сложную
задачу.

Одним из подходов к решению означенной проблемы является организация связей в виде
кроссбаров [1–8], основанных на аналоговых ячейках памяти. Как правило, рассматриваются энер-
гонезависимые ячейки памяти на сегнетоэлектрических [9, 10], магнитных [11], органических [12, 13]
и металлооксидных [14–19] материалах, на плавающем затворе транзистора [20–22] и на фазовых пере-
ходах [23–25]. Такие кроссбары являются компонентами смешанных сигнальных схем, реализующих
векторно-матричное умножение, которое является основной операцией в любой искусственной нейрон-
ной сети. Важно, что такие схемы позволяют выполнять вычисления на физическом уровне, используя
фундаментальные законы Ома и Кирхгофа. По сравнению с цифровыми решениями это обеспечивает
значительно более высокую эффективность использования энергии и площади.

Существенным недостатком кроссбарных схем является наличие паразитных токов и токов уте-
чек. Если с утечками можно бороться тем или иным способом, то паразитные токи являются неотъемле-
мой частью кроссбарной схемы: сигнал с одной шины, идущей на некоторый (j-й) нейрон, перетекает
через ячейки памяти на шины всех других нейронов. Тем самым, на входной сигнал i-го нейрона на-
кладывается шум - ослабленные сигналы, идущие на все остальные нейроны. При этом проводимость
аналоговой ячейки изменяется пропорционально шумовому сигналу и выходной сигнал ячейки приоб-
ретает нелинейный по входу характер. Такую ситуацию в каком-то виде описывает приведенное ниже
выражение (1). Как правило, наличие шума ухудшает работу нейронной сети. Ниже мы покажем, что
ухудшение не является обязательным: при определенных условиях наличие такого рода «шума» может
существенно улучшить качество нейросетевого алгоритма. Анализ проведен на примере сети, подоб-
ной сети Хопфилда [26]. Этот тип нейронной сети наиболее хорошо исследован [27–40], и результаты
аппаратной реализации легко проверить, используя многочисленные аналитические результаты.

Описание модели
Рассмотрим сеть Хопфилдова типа, состоящую из N нейронов, в которой входной сигнал на

i-й нейрон задается выражением:

Si = S0i +
∞∑︁
r=1

∑︁
j1,...,jr

T (r)
i,j1,...,jr

yj1yj2 ...yjr (1)

где yj- выходной сигнал от j-го нейрона (i,j = 1,2,...,N ), S0i — некий параметр, не обязательно равный
нулю (как в модели Хопфилда), а T (r)

i,j1,...,jr
— связи между нейронами.

Будем полагать, что ассоциативная память построена на M случайных бинарных паттернах

xm =
(︁
x(m)
1 , x(m)

2 , ..., x(m)
N

)︁
, x(m)

i = ±1, m = 1, 2, ...,M. Связи, приходящие на i-й нейрон задаются

подобно правилу Хэбба [41]:

T (r)
i,j1,...,jr

= ar

M∑︁
m=1

x(m)
i x(m)

j1
...x(m)

jr (2)

В стандартной модели Хопфилда отсутствуют нелинейные отклики, т.е. учитывается только
линейный член a1 = 1 (ar = 0 при r ≥ 2). В нейрофизиологических исследованиях известны ситуации
[42], когда образуется пресинаптический синапс, т.е. аксон одного нейрона образует синаптическую
связь с аксоном другого нейрона. Это соответствует удержанию в сумме (1) только двух первых членов
r = 1,2 (ar = 0 при r ≥ 3).

Для простоты выражений не будем требовать, чтобы диагональные элементы тензора связей
были строго равны нулю, как в модели Хопфилда. Основные результаты от этого мало изменятся, и
все сведется только к переобозначениям некоторых коэффициентов. В этом случае входной сигнал Si
можно записать в виде:

Si = S0i +
M∑︁

m=1

∞∑︁
r=1

arx(m)
i

(xmy)r (3)

где y = (y1, y2, ..., yN ) есть вектор текущего состояния сети.
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Энергия такой системы имеет вид:

E = S0y +
M∑︁

m=1

∞∑︁
r=1

ar

r + 1
(xmy)r+1 (4)

Распознавание паттернов
В общем случае анализ качества распознавания паттернов не представляется возможным. Огра-

ничимся рассмотрением частного случая, который позволит сделать некоторые общие выводы. В част-
ности, влияние порогового вектора S0i на эффективность распознающей способности сети рассмотрим
в последующей работе. Здесь ограничимся случаем S0i = 0, i = 1,...,N .

Рассмотрим наиболее простой случай, когда связи определяются следующим выражением:

ar =
αr

r!
(5)

В этом случае выражение (3) преобразуется к виду:

Si =
∑︁
m

x(m)
i

(eαxmy − 1) (6)

С учетом (6) перейдем к вопросу о распознающей способности рассматриваемой нейросети.
Пусть на вход сети подается вектор y, представляющий собой искаженный вариант одного из паттер-
нов, например паттерна xµ: yi = −x(µ)

i с вероятностью p, yi = x(µ)
i с вероятностью 1−p, где Np — доля

искаженных компонент. Тогда (6) можно преобразовать к виду:

Si = x(µ)
i

(eαxµy − 1) +
∑︁
m ̸=µ

x(m)
i

(eαxmy − 1) (7)

Условие правильного распознавания имеет вид Six
(µ)
i > 0 для всех i = 1,...,N одновременно.

На языке спиновых систем это условие означает, что всякий спин x(µ)
i направлен вдоль воздействую-

щего на него локального поля Si. Выполнение условия правильного распознавания рассмотрим в двух
предельных случаях.

a) В пределе αN ≪ 1 мы переходим к стандартной модели Хопфилда. Действительно, оставляя
в (7) только члены первого порядка по α, получим, что условие Six

(µ)
i > 0 преобразуется в известное

соотношение:

N(1 − 2p) +
∑︁
m ̸=µ

∑︁
j ̸=i

x(µ)
i x(m)

i x(m)
j yj > 0 (8)

Второй из членов в левой части (9) — это внутренний шум: случайная нормально распре-
деленная величина с нулевым средним и дисперсией равной σ2

M = NM. Применяя теоретико-

вероятностный подход [29–31], получим: условие Six
(µ)
i > 0 на одном нейроне выполняется с веро-

ятностью Q = 1 − 0.5 · erf z, где:

z =
N(1 − 2p)√

2σM
=

√︂
N
2M

(1 − 2p) (9)

Соответственно, вероятность правильного распознавания паттерна в целом равна QN , а вероят-
ность ошибки распознавания Pr имеет вид:

Pr = 1 −
(︂

1 − 1
2

erf z
)︂N

(10)

Правильное распознавание имеется в случае z → 0. В этом случае вероятность ошибки с
точностью до несущественных коэффициентов принимает вид:

Pr ∼ N exp
[︂
N(1 − 2p)2

2M

]︂
(11)
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Отсюда на величину ассоциативной памяти из условия Pr ≪ 1 вытекает известное ограничение
M < Mmax, где:

Mmax =
N

2 lnN
(1 − 2p)2 (12)

Отметим, что в пределе N → ∞ более корректное выражение Mmax ≃ 0.138N получено в [27]
на основе статфизического подхода к описанию модели Хопфилда с хэббовской матрицей связи. В
работе [28] проведено обобщение этого результата на случай взвешенной хеббовской матрицы.

b) В противоположном пределе αN ≫ 1 пренебрежем в (7) единицами по сравнению с экспо-
нентами. Тогда это выражение примет вид:

Si ≈ x(µ)
i eαxµy

⎡⎣1 +
∑︁
m ̸=µ

x(µ)
i x(m)

i eα(xm−xµ)y

⎤⎦ (13)

Сумма в квадратных скобках (13) играет роль шума, т.е.

Noise ≈
∑︁
m ̸=µ

x(µ)
i x(m)

i eα(xm−x0)y (14)

Соответственно, условие правильного распознавания Six
(µ)
i > 0 выполняется при Noise < 1.

Нетрудно заметить, что величина Noise — это случайная нормально распределенная величина с нуле-
вым средним. Дисперсию этой величины трудно оценить в общем случае, однако этого и не требуется —
ниже мы поступим проще.

Для простоты рассмотрим случай распознавания паттерна без искажений, т.е. y = xµ. Обозна-
чим через γN максимальную меру сходства между различными паттернами. Тогда, с учетом соотноше-
ний xmxµ < γN и yxµ ≡ N из (14) получим:

Noise =
∑︁
m ̸=µ

x(µ)
i

x(m)
i

eαxmxµ−αN <
∑︁
m̸=µ

x(µ)
i

x(m)
i

e−αN(1−γ) (15)

Отсюда следует:

Noise < Me−αN(1−γ) (16)

Если положить

α >
lnM

(1 − γ)N
(17)

то для любого i ∈ 1,N шум всегда будет меньше сигнала (Noise < 1). Соответственно, размер памяти
(M ≤ Mmax) будет ограничиваться величиной:

Mmax = eαN(1−γ) (18)

Как видим, в рассматриваемом пределе αN ≫ 1 размер ассоциативной памяти M может быть
значительно больше числа нейронов N .

Выражение (18) получено для случая, когда на вход сети поступает неискаженный паттерн
(p = 0). Это выражение легко обобщается и на случай распознавания искаженного паттерна:

Mmax = eαN(1−2p−γ) (19)

Как видим, для эффективного распознавания достаточно условия 1 − 2p > γ, которое означает,
что искажения не слишком велики: противоположное условие γ > 1 − 2p означает, что паттерн xµ в
результате сильного искажения стал ближе к одному из паттернов xm(m ̸= µ) памяти. Естественно, что
в этом случае паттерн xµ распознан не будет, а будет распознан паттерн xm.
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Обсуждение результатов
Проведенный выше анализ показал, что наличие в сети нелинейных связей с коэффициента-

ми типа (5) приводит к существенному повышению эффективности распознавания. В частности, при
αN → ∞ нейросеть может уверенно распознавать паттерны с искажениями p → 0.5. Причем объем
ассоциативной памяти сети возрастает экспоненциально с ростом N в соответствии с (19). На самом
деле в этом нет ничего удивительного, поскольку и память нейросети и ее распознающая способность
определяются не числом нейронов, а числом связей: в пределе αN → ∞ число связей также стремится
к бесконечности.

Модель, описываемая выше выражениями (1)–(4), скорее всего далека от того, чтобы коррект-
но описывать аппаратную реализацию нейронной сети на базе мемристорных кроссбаров. Однако, она
дает некоторое представление о влиянии паразитных токов на эффективность распознавания. Скорее
всего, для описания этого влияния достаточно учесть в сумме (1) только первые два члена, т.е. пред-
ставить (1) в виде:

Si =
∑︁
j ̸=i

T (1)
ij

yiyj +
∞∑︁

j,k ̸=i

T (2)
ijk yiyjyk (20)

где первый член в правой части — описывает стандартную модель Хопфилда, а второй — кубическую
нелинейность, обусловленную наличием шумовых сигналов:

T (1)
ij

=
M∑︁

m=1

x(m)
i x(m)

j ,T (2)
ijk

= a
M∑︁

m=1

x(m)
i x(m)

j x(m)
k (21)

Чтобы проверить влияние второго члена на эффективность распознавания мы провели чис-
ленное моделирование для сети небольшого размера N = 100. Для каждого значения параметра a,
величины искажений входного паттерна p и параметра загрузки M/N генерировалось по 103 хэб-
бовских матриц и вычислялись усредненные величины Pr. Результаты моделирования приведены на
рисунках 1, 2.

 

Рис. 1. Зависимость ошибки распознавания Pr
от величины искажений p. Кривые слева направо

соответствуют a = 0, 0.01, 0.1. Загрузка
фиксирована M = 0.13N ,N = 100

Рис. 2. Зависимость ошибки распознавания Pr
от величины загрузки M/N . Кривые слева

направо соответствуют
a = 0, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1

На рисунке 1 показана зависимость ошибки распознавания Pr от величины искажения входного
паттерна p. Как видим, при заданной загрузке M/N = 0.13 стандартная сеть Хопфилда (сплошная
кривая, a = 0) начинает выдавать ошибку уже при очень малых искажениях p ∼ 0.05. В то же время,
небольшая примесь нелинейности существенно улучшает картину: в случае a = 0.01 сеть начинает
ошибаться при p ≥ 0.1, а в случае a = 0.1 отличная от нуля ошибка появляется только при p ≥ 0.2.

На рисунке 2 показана зависимость ошибки распознавания Pr неискаженных паттернов (p =
0) от величины загрузки M/N . Как видим, стандартная сеть Хопфилда (сплошная кривая, a = 0)
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перестает распознавать неискаженный паттерн уже при малых загрузках (M/N ≥ 0.07). В то же время,
наличие даже небольшой примеси нелинейности a = 0.01 гарантирует безошибочное распознавание
при объеме памяти M ≤ 0.25N . С ростом параметра a величина памяти резко возрастает: так при
a = 0.1 отличная от нуля ошибка появляется только при M > 1.2N .
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