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Аннотация: разработана компьютерная программа, которая предназначена для моделирования
полной энергии двухатомной молекулы с помощью волновых функций, которые аппроксимируют реше-
ния уравнения Хартри–Фока для изолированных атомов. В работе выполнено моделирование полной
энергии двухатомной молекулы кремния с помощью метода компьютерного моделирования в первом
порядке теории возмущений, параметры которого найдены с помощью численного решения самосогла-
сованной системы уравнений.
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Введение
С помощью компьютерного эксперимента в [1, 2] исследуются новые типы упорядоченных

структур, состоящих из атомарного кремния. Полная энергия взаимодействия между атомами вычисля-
ется с помощью уравнения теории функционала плотности, решение которого для основного состояния
совпадает с решением уравнения Хартри–Фока в первом порядке теории возмущений [3]. С другой сто-
роны, достоверность вычисления с помощью многочисленных версий теории функционала плотности
достигается тогда, когда результаты совпадают между собой [4]. В настоящей публикации вычислена
полная энергия двухатомной молекулы кремния с помощью метода компьютерного моделирования в
первом порядке теории возмущений [5].
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Двухатомную молекулу будем описывать с помощью стационарного уравнения Шредингера:

Hψ = Eψ. (1)

Гамильтониан уравнения (1) представим в виде

H = H0 +U , (2)

U =
Z1Z2e2

|⃗r1 − r⃗2|
+

Z1∑︁
j1=1

Z2∑︁
j2=1

e2⃒⃒⃗
r1 + r⃗1j1 − r⃗2 − r⃗2j2

⃒⃒ − Z1∑︁
j1=1

Z2e2⃒⃒⃗
r1 + r⃗1j1 − r⃗2

⃒⃒ − Z2∑︁
j2=1

Z1e2⃒⃒⃗
r1 − r⃗2 − r⃗2j2

⃒⃒ , (3)

где U — потенциальная энергия взаимодействия двух атомов; r⃗1 и r⃗2 — координаты первого и второго
атомного ядра; r⃗1 + r⃗1j1 и r⃗2 + r⃗2j2 — координаты j1-го и j2-го электронов первого и второго атома,
соответственно; r⃗1 − r⃗2 = r⃗ + δ⃗r; коллективные колебания атомных электронов и ядер описываются
вектором δ⃗r = δ⃗rnucl. + δ⃗rel.; r = |⃗r| — расстояние между атомами в молекуле.

Решение уравнения (1) с гамильтонианом (2) будем искать с помощью теории возмущений
ψ = ψ0 + ψ1 + . . . и E = E0 + E1 + . . .. Потенциальную энергию (электронные термы) двухатомной
молекулы будем искать в первом порядке теории возмущений

E1 =
⟨
ψ0

⃒⃒⃒
U

⃒⃒⃒
ψ0

⟩
, (4)

где угловые скобки ⟨. . .⟩ были введены Дираком [6].
Гамильтониан H0 представим в виде H0 = H0

1 + H0
2 , где H0

i — гамильтониан i-го атома; i = 1,2.
Решение уравнения Шредингера H0ψ0 = E0ψ0, будем искать в виде ψ0 = ψ0

1ψ
0
2 и E0 = E0

1 +E0
2 ,

где уравнение Шредингера для i-го изолированного атома имеет вид

H0
i ψ

0
i = E0

i ψ
0
i , (5)

где ψ0
i = ψ0

i
(︀
ri1 ,⃗ri2, . . . ,⃗riZi

)︀
.

Усреднение по квантовым флуктуациям местоположения атомных электронов будем осуществ-
лять с помощью метода [7], который Бете использовал для вычисления атомного форм-фактора, а
усреднение по коллективным колебаниям атомных электронов и ядер выполним по квадрату моду-
ля волновой функции гармонического осциллятора в основном состоянии. Соответствующие средние
будем обозначать

⟨︀
ψ0

1

⃒⃒
U

⃒⃒
ψ0

1

⟩︀
= ⟨...⟩e1,

⟨︀
ψ0

2

⃒⃒
U

⃒⃒
ψ0

2

⟩︀
= ⟨...⟩e2 и

⟨︀
ψ0

⃒⃒
U

⃒⃒
ψ0

⟩︀
pl = ⟨...⟩pl .

Разложим потенциальную энергию взаимодействия (3) в интеграл Фурье:

U =
∫︁

d3k⃗

(2π)3
4πe2

k2 exp
(︁
ik⃗ (⃗r + δ⃗r)

)︁
⎡⎣Z1Z2 +

Z1∑︁
j1=1

Z2∑︁
j2=1

exp
(︁
ik⃗

(︀
r1j1 − r⃗2j2

)︀)︁
− Z2

Z1∑︁
j1=1

exp
(︁
ik⃗⃗r1j1

)︁
− Z1

Z2∑︁
j2=1

exp
(︁
ik⃗⃗r2j2

)︁⎤⎦ . (6)

Усредним потенциальную энергию взаимодействия двух атомов (6)

U (r,∆) =
∫︁

d3k⃗

(2π)3
4πe2

k2 [Z1 − F1 (k)] [Z2 − F2 (k)] exp
[︁
−k2∆

]︁
exp

(︁
ik⃗⃗r

)︁
, (7)

где
⟨∑︀Z1

j1=1 exp
(︁
ik⃗⃗r1j1

)︁⟩
e1

= F1 (k); F1 (0) = Z1 и
⟨∑︀Z2

j2=1 exp
(︁
ik⃗⃗r2j2

)︁⟩
e2

= F2(k); F2 (0) = Z2 —

атомные форм-факторы первого и второго атомов;
⟨
exp

(︁
ik⃗δ⃗r

)︁⟩
pl

= exp
[︀
−k2∆

]︀
; 2∆ = σ2

nucl. + σ2
el.

— сумма средних квадратов амплитуды коллективных атомных ядерных σ2
nucl. = h̄

2ωnucl.µnucl.
и элек-

тронных σ2
el. = h̄

2ωel.µel.
колебаний в расчете на одну степень свободы; упругая постоянная ω2

el.µel. =

ω2
nucl.µnucl. = U ′′(rmin) есть значение второй производной в минимуме потенциальной энергии молеку-

лы.
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Известно, что волновая функция двухатомной молекулы должна быть антисимметричной отно-
сительно перестановки координат, определяющих местоположения электронов. Если волновая функ-
ция двухатомной молекулы выбрана в виде произведения волновых функций изолированных атомов
ψ0 = ψ0

1ψ
0
2, то обменные силы будут учитываться отдельно для электронов изолированных атомов и

отдельно для электронов, которые принадлежат первому и второму атомам.
Выражение (7) для потенциальной энергии взаимодействия без учета обменных сил между

электронами изолированных атомов запишем в виде

U (r,∆) =
Z1Z2e2

r
Φ (r,∆) , (8)

где Φ (r,∆) = 2
π

∫︀∞
0

1
k

[︁
1 − F1(k)

Z1

]︁ [︁
1 − F2(k)

Z2

]︁
sin (kr) exp

[︀
−k2∆

]︀
dk — функция экранирования потенци-

альной энергии двухатомной молекулы.
Непосредственной подстановкой можно показать, что функция экранирования потенциальной

энергии является решением уравнения диффузионного типа

∂Φ(r,∆)
∂∆

=
∂2Φ(r,∆)
∂r2 . (9)

В [8] было показано, что учет коллективных колебаний атомных электронов приводит к само-
согласованной системе уравнений ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂U (r,∆)
∂r

= 0,

∂2U (r,∆)
∂r2 =

const.
∆2 ,

(10)

где U (r,∆) зависит от ∆ согласно (8).
С помощью уравнения (9) перепишем (10) в виде⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂U (r,∆)
∂r

= 0,

∂

∂∆

(︂
U (r,∆) + ∆

∂2U (r,∆)
∂r2

)︂
= 0.

(11)

В результате решения системы нелинейных уравнений (11) получим величины ∆ и rmin.
Известно [3], что вместо многочастичного уравнения Шредингера (5) строятся одночастич-

ные приближения на основе уравнений Хартри–Фока или формализма теории функционала плотности.
Атомный форм-фактор является Фурье-компонентой плотности распределения атомных электронов

F1,2 (k) =
∫︁

n1,2 (⃗r) exp
(︁
−ik⃗⃗r

)︁
d3r⃗, (12)

где n1,2 (⃗r) = 2 |ψ1s (⃗r)|2 + 2 |ψ2s (⃗r)|2 + 6
⃒⃒
ψ2p (⃗r)

⃒⃒2 + 2 |ψ3s (⃗r)|2 + 2
⃒⃒
ψ3p (⃗r)

⃒⃒2
— электронная плотность

для атома кремния Si.
Волновые функции, которые аппроксимируют решение уравнения Хартри–Фока для изолиро-

ванных атомов кремния и энергии E0
i , представлены в [9].

Условие применимости поправки в первом порядке теории возмущений к энергии системы в
невозмущенном состоянии имеет вид ⃒⃒⃒

E1
⃒⃒⃒
= |U (r)| ≪

⃒⃒⃒
E0

⃒⃒⃒
. (13)

Известно [10], что поправка второго порядка малости к полной энергии строится с помощью
волновых функций, вычисленных с точностью до первого порядка теории возмущений, то есть учи-
тывается взаимная поляризация изолированных атомов. Поправка второго порядка малости к полной
энергии должна быть много меньше расстояния между уровнями энергии (электронными термами)
двухатомной молекулы, которые вычислены в первом порядке теории возмущений [10], что требует
дополнительного исследования.
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Программная реализация
Для решения задачи компьютерного моделирования полной энергии взаимодействия двух ато-

мов была разработана программа TotalEnergy [11, 12]. В программе атомный форм-фактор строится
с помощью волновых функций [9], которые аппроксимируют решения уравнения Хартри–Фока для
изолированных атомов (для краткости «приближение Хартри–Фока»). Программа позволяет выпол-
нять расчеты для атомов с числом Z = 2. . .18, с учетом электронной конфигурации атома. Программа
написана на языке программирования С++, а графический интерфейс строится с использованием биб-
лиотеки Qt [13, 14].

Для численного вычисления выражения (8) используется численное интегрирование с исполь-
зованием квадратур Кленшоу–Кертиса (Clenshaw–Curtis) и алгоритма CQUAD, который реализован в
библиотеке GNU Scientific Library (GSL) [15]:∫︁ +∞

0
f (x)dx =

∫︁ 1

0

1
t2

f
(︂

1 − t
t

)︂
dt. (14)

Для построения графиков высокого качества библиотека MathGL [13] позволяет экспортиро-
вать результаты в форматы postscript, svg, png, jpeg и другие. Результаты расчетов можно сохранять в
формат: txt. Графический интерфейс программы представлен на рис. 1.

Рис. 1. Графический интерфейс программы TotalEnergy. Обозначения: 1 — запуск расчетов, 2 —
построение графиков, 3 — ввод постоянных, 4 — результаты расчетов

Численное решение системы уравнений (11) выполнено с использованием алгоритма Ричарда
Брента [16], результат с использованием приближения Хартри–Фока представлен на рис. 2 для различ-
ных состояний молекулы кремния. Результаты вычисления полной энергии для различных состояний
молекулы кремния представлены на рис. 3. Видно, что глубина потенциальной ямы для молекулы
кремния в основном состоянии Si (3p) + Si (3p) в первом порядке теории возмущений наименьшая.

Заключение
Видно, что программа TotalEnergy позволяет строить графики потенциальной и полной энергий

для молекул нейтральных атомов, положительных и отрицательных ионов с Z = 2−18. Программа яв-
ляется кроссплатформенной и имеет лицензию GPL. Достоинством построенного метода в сравнении
с методом функционала плотности является самосогласованная система уравнений (11), которая имеет
единственное решение ∆ и rmin.

Дополнительные материалы к статье размещены в [11].
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Рис. 2. График функции U (r,∆) + ∆∂2U (r,∆)
⧸︀
∂r2 при ∂U (r,∆) /∂r = 0 для Si (3p) + Si (3p)(черная

линия), Si (1d) + Si (1d)(красная линия) и Si (1s) + Si (1s) (зеленая линия)

Рис. 3. Результаты вычисления полной энергии молекулы кремния для состояний: черная сплошная
линия — Si (3p) + Si (3p); красная сплошная линия — Si (1d) + Si (1d); зеленая сплошная линия —

Si (1s) + Si (1s), красная пунктирная линия — Si (3p) + Si (1d); зеленая пунктирная линия —
Si (3p) + Si (1s), черная штрихпунктирная линия — Si (1d) + Si (1s)
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