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Аннотация: в статье представлена теорема о возможности представления n-мерного потен-
циального поля в виде суперпозиции функций одной переменной и сложения. Формулируется тео-
рема о сходимости искусственной нейронной сети для математического моделирования динамики
частиц примеси в несжимаемой жидкости в поле скоростей, являющемся точным решением уравне-
ния Эйлера.
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В работе [1] исследовался вопрос о возможности реконструкции местоположения точечных
источников потенциального поля кулоновского потенциала. В рамках исследования была разработа-
на искусственная нейронная сеть гидродинамики, которая в точности повторяла потенциальное поле
кулоновского потенциала вида (1):
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являющееся точным решением уравнения Эйлера, где qi — мощность i-источника, а
Mi(x1

i ,x
2
i ,x

3
i ) — местоположение i-источника. В рамках разработки ИНС было показано, что потенци-

альное поле (1) может быть представлено в виде суперпозиции функций одной переменной и сложения
в виде (2):
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где

G2 (x) = x2 (3)
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2 (4)

G (x) = x (5)

В данной работе покажем, что полученный результат может быть расширен на n-мерные по-
тенциальные поля:

V̂ (x̂ = (x1,x2, . . . ,xn)) = ∇
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Для представления в виде суперпозиции функций одной переменной и сложения необходимо
использовать функции одной переменной (3), (4), (5) и раскрыть оператор набла, получаем следующую
суперпозицию:
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где G2, G, G− 3
2

— функции одной переменной (3), (4), (5).
На основании вышеизложенного справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Суперпозиция n-мерных потенциальных полей вида (6) представима в виде супер-

позиции функции одной переменной и сложения вида (7).
Замечание 1. Доказательство данной теоремы на случай трех переменных было представле-

но в работе [1], при конструировании ИНС, для размерности n доказательство получается прямым
вычислением производных.

В работе [1] было показано, что метод Рунге–Кутты 4-го порядка точности, используемый для
математического моделирования динамики частиц примеси в поле скоростей (1), может быть пред-
ставлен в виде искусственной нейронной сети и реализован с помощью классических библиотек для
конструирования ИНС. В данной работе покажем, что для разработанной ИНС справедлива теорема о
сходимости. Для этого вначале представим ИНС, записанную в виде математического выражения:
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где h — шаг по времени, с которым проводится математическое моделирование, −→x 0 — местоположение
примеси в начальный момент времени. Индексы у k означают следующее: n — номер итерации, i —
компонента поля скорости (1, 2, 3), индексы 1, 2, 3, 4 означают этап вычисления.

Проведем ряд вычислительных экспериментов по математическому моделированию динамики
частиц примеси в поле (1), точная постановка задачи представлена в работе [1]. Тестирование алго-
ритма проводилось следующим образом: рассчитывалась динамика частиц примеси с использованием
программного комплекса [2], подробно описанного в [3], и динамика частиц примеси с использова-
нием ИНС, реализованной на основе вычислительного алгоритма (8)–(12) в течение одного и того
же шага по времени, количества шагов, а также для частиц с одинаковыми начальным местоположе-
нием примеси. После чего вычислялось евклидово расстояние между частицами в конечный момент
моделирования, одна частица рассчитывалась с помощью программного комплекса [1], вторая — с
использованием ИНС, и находилось максимальное уклонение двух методов.

Приведем сравнительную таблицу для разного количества шагов по времени, для одного ис-
точника мощностью 2 с местоположением (0.75; 0.33; -0.65) (данное местоположение было выбрано
случайным образом) и 1000 частиц, заполняющих единичный трехмерный куб с центром в начале
координат.

Таблица
Сравнительная таблица уклонения двух способов реализации метода Рунге–Кутты при разном

количестве шагов по времени

10 шагов
по време-
ни

100 шагов
по време-
ни

1000 ша-
гов по
времени

2000 ша-
гов по
времени

5000 ша-
гов по
времени

Шаг по времени 0.1 8.15e-06 7.5e-06 1.27e-05 2.47e-05 3.78e-05
Шаг по времени 0.01 6.07e-07 1.5e-06 7.95e-06 1.22e-05 1.6e-05
Шаг по времени 0.001 2.457e-07 9.9e-07 4.52e-06 6.15e-06 2.92e-05
Шаг по времени 0.0001 3.99e-07 2.86e-06 2.14e-05 3.68e-05 8.10e-05

Теорема 2. Вычислительный алгоритм, основанный на применении построенной искусствен-
ной нейронной сети, основанной на формулах (8)–(12), является сходящимся в метрике пространства
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непрерывных функций с точностью O(t5) на одном шаге и суммарной ошибкой на конечном интервале
порядка O(t4), где t — шаг по времени.

Замечание 2. Теорема 2 подтверждается реализацией и тестированием алгоритма ИНС на сле-
дующей вычислительной технике:

1) ЭВМ на базе процессора AMD Ryzen Threadripper 2990WX 32-Core-Processor, 32 ГБ оператив-
ной памяти с частотой 2 400 МГц под управлением ОС Debian, GPU Titan V, 12 GB;

2) ЭВМ на базе двух процессоров Intel(R) Xeon(R) Silver 4214R CPU @ 2.40GHz, 256 ГБ опера-
тивной памяти под управлением OC Debian, GPU Tesla T4;

3) ноутбук на базе AMD Ryzen 5 4600H, 16 ГБ оперативной памяти, и GPU Nvidia GTX 1650,
4 GB,

а также проведенными вычислительными экспериментами, результаты которых представлены в
таблице.

Замечание 3. Стоит отметить также, что при использовании CPU и указанных в замечании 2
GPU необходимая точность достигается всегда. При использовании видеокарт нового поколения, на-
пример NVIDIA RTX A5000, для воспроизводимости результатов необходимо указать режим работы
ИНС tf.config.experimental.enable_op_determinism(). (Данная функция устанавливает детерминирован-
ный режим работы, т.е. гарантирует, что одни и те же вычисления при одинаковых входных данных
будут давать побитово идентичные результаты между запусками даже на разном оборудовании. Дан-
ная функция является экспериментальной и не гарантирует стопроцентную детерминированность.) На
видеокартах Nvidia RTX 40** поколения (в частности, 4070) условие теоремы не выполняется ввиду
аппаратных особенностей GPU.

Представленные в работе теоремы показывают возможность создания искусственных нейрон-
ных сетей, для математического моделирования динамики частиц примеси в несжимаемой жидкости в
поле скоростей, являющемся точным решением уравнения Эйлера, с точностью, сопоставимой с клас-
сическими методами моделирования. В дальнейшем разработанную ИНС возможно применять для
поиска характеристик поля скоростей (1), таких как мощность источника q и местоположение источ-
ника M, на основе информации о динамике частиц примеси с использованием классических методов
обучения ИНС.
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