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Аннотация: в данной работе представлен 𝜀-сетевой алгоритм минимизации функционалов
на комплексах элементов с заданной ранговой структурой. Основной проблемой при анализе вы-
сокодетализированных комплексов является рост вычислительной сложности, связанный с увели-
чением пространства состояний. Для ее сокращения предложен метод факторизации множества
состояний с использованием 𝜀-сетей, позволяющий заменить исходную структуру укрупненным
графом. Элементы нулевого ранга объединяются в классы по заданной метрике, а классы элемен-
тов старших рангов формируются по классам составляющих их элементов. В статье использована
лексикографическая оптимизация целевого функционала, при которой сначала минимизируется
число переходов между 𝜀-классами, а затем — длина маршрута в исходном комплексе. Работа
алгоритма показана на примере полиэдрального комплекса при решении задачи маршрутизации
в информационной модели реального здания. Рассматриваемая модель включает узлы, ребра,
грани и пространственные ячейки здания. Программная реализация обеспечивает построение ис-
ходного и факторизованного графов, поиск обычного, 𝜀-классового и лексикографического марш-
рутов, а также их визуальное сравнение. Предложенный подход может быть применен к другим
функционалам, заданным на комплексах элементов, при выборе меры близости и правил форми-
рования классов.
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Abstract: we developed an 𝜀-net algorithm for minimizing functionals defined on complexes
with a prescribed rank structure. A major challenge in analyzing highly detailed complexes is the
rapid growth in computational complexity as the state space increases. To address this problem, we
proposed a method for partitioning the state space into 𝜀-net classes and replacing the original complex
with a coarsened graph. We grouped rank-zero elements into classes according to a specified metric
and constructed classes of higher-rank elements from the classes of their constituent elements. We used
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lexicographic optimization of the objective functional: we first minimized the number of transitions
between 𝜀-classes and then minimized the route length in the original complex. We demonstrated the
algorithm on a polyhedral complex representing an actual building and applied it to routing problems.
The model included the building’s nodes, edges, faces, and three-dimensional cells. Our software
implementation supports the construction of the original and factorized graphs, the computation of
conventional, 𝜀-class-based, and lexicographically optimal routes, and their visual comparison. The
proposed approach can also be applied to other functionals defined on complexes, provided that a
suitable proximity measure and rules for forming classes are specified.
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tion, routing..
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Введение
Широкий класс задач оптимизации связан с поиском экстремумов функционалов на объ-

ектах, обладающих сложной структурой. Такие объекты могут быть представлены в виде ком-
плексов элементов, где каждый элемент характеризуется определенным рангом (размерностью).
Это позволяет формализовать связи между элементами разных уровней и описывать сложные
системы через совокупность их составляющих.

Основной проблемой при работе с высокодетализированными комплексами элементов яв-
ляется рост вычислительной сложности, обусловленный увеличением числа элементов простран-
ства состояний. При высокой степени детализации прямой поиск оптимального решения на исход-
ном графе требует значительных вычислительных ресурсов. Поэтому возникает необходимость
в сокращении пространства состояний без потери существенных характеристик комплекса.

Одним из способов упрощения пространства поиска является применение 𝜀-сетей для фак-
торизации множества состояний. Объединение элементов одного ранга, близких по заданной мет-
рике, в классы позволяет перейти от анализа отдельных элементов к анализу их классов. В
результате исходный граф заменяется факторизованным с меньшим числом состояний.

Целью данной работы является разработка алгоритма минимизации функционалов на
комплексах элементов с использованием 𝜀-сетей. Предложен метод лексикографической оптими-
зации, учитывающий приоритетно число переходов между 𝜀-классами и затем длину маршрута
в исходном комплексе.

Структурные характеристики: комплекс элементов
Комплекс элементов 𝐾 — это структура, состоящая из элементов, ранжированных по

«размерности» (рангу). Два различных элемента 𝐴 и 𝐵 из 𝐾 одной размерности 𝑘 ≥ 1 называются
смежными (обозначается как 𝐴 ∼ 𝐵), если их пересечение 𝐴 ∩𝐵 является элементом комплекса
размерности (𝑘 − 1) и это пересечение не пусто [1, 2]. В работе будут введены и рассмотрены
полиэдральные комплексы.

Структурные характеристики: целевые функционалы на комплексах элемен-
тов

Интерес представляет минимизация тех или иных числовых характеристик на комплек-
сах. Они называются целевыми функционалами. Приведем примеры таких функционалов на
комплексах элементов:

• функционал маршрутизации — длина того или иного пути (маршрута) на графе ком-
плекса (например, кратчайший или самый «безопасный» маршрут между заданными узлами
комплекса). Такой функционал характерен для навигационных задач, включая эвакуацию и ло-
гистику внутри сложных объектов;

• функционал доступности — это числовая характеристика доступности элементов ком-
плекса. Например, количество ячеек

⃒⃒
𝑁 (𝑡) ({𝑐0})

⃒⃒
, достижимых (доступных) из исходного узла за

какое-то заданное или не превосходящее 𝑡 шагов;
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• функционал математического ожидания распределения случайной величины на
комплексе;

• функционал рассогласования — численная мера различия между двумя распределени-
ями на комплексе;

• функционал числа переходов между различными классами разбиений комплекса.
Перечисленные примеры иллюстрируют широкий спектр оптимизационных задач на ком-

плексах — от классических проблем теории графов (пути, потоки, центральности) до специальных
функционалов для машинного обучения на графах [3, 4]. Все они сводятся к оптимизации того
или иного целевого показателя, определенного на элементах и связях комплекса.

Структурные характеристики: эпсилон-сети на комплексах элементов
Поскольку комплекс, как правило, состоит из весьма большого числа элементов, поиск

минимума целевого функционала на этих элементах комплекса может потребовать весьма зна-
чительного времени. Поэтому целесообразно объединять близкие элементы в классы, расстояние
между элементами которых не превышает заданного малого параметра 𝜀, выбирать в каждом
классе представителя и проводить факторизацию комплекса по полученным классам.

Расстояние между элементами комплекса определяется конкретной метрикой 𝜌, выбира-
емой в зависимости от решаемой задачи. В частности, для полиэдрального комплекса метрика
задается следующим образом. Расстояние между элементами 0-го ранга (узлами) вычисляется
как евклидово расстояние между их координатами:

𝜌(𝑛𝑖,𝑛𝑗) =
√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)2 + (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)2. (1)

Элементы 0-го ранга объединяются в классы, в каждом из которых выбирается предста-
витель. Элемент включается в класс, если расстояние от него до представителя этого класса не
превышает 𝜀. Для элементов более высокого ранга прямое геометрическое сравнение не приме-
няется. Элементы ранга 𝑘 ≥ 1 относятся к одному классу, если совпадают наборы классов, к
которым принадлежат составляющие их элементы ранга (𝑘 − 1).

Рис. 1. Факторизация полиэдрального комплекса для элементов:
а) 0-го ранга, 𝜀min = 60 и 𝜀max = 160; б) 1-го ранга, 𝜀min = 150 и 𝜀max = 250;
в) 2-го ранга, 𝜀min = 250 и 𝜀max = 350; г) 3-го ранга, 𝜀min = 250 и 𝜀max = 400

Приведем пример факторизации комплекса элементов некого здания, жилого или обще-
ственного, например, гипермаркета, состоящего из элементов: 0 ранг — 7423, 1 ранг — 20697,
2 ранг — 19215, 3 ранг — 5940 элементов с минимальной и максимальной экспертной оценкой
параметра 𝜀, приведенных на рис. 1.
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Структурные характеристики: графы на 𝜀-сети комплекса элементов
Графы являются хорошо изученной структурой (например, [3, 5–7]) с множеством различ-

ных алгоритмов (обходы, кластеризация, маршрутизация и т.д.). Поэтому будем рассматривать
комплекс элементов как комплекс-граф с явными связями между элементами. В дальнейшем на
нем проведем факторизацию по 𝜀-близким элементам.

Структурные характеристики: программная платформа
Общая концепция минимизации функционалов на комплексах элементов представлена на

блок-схеме (рис. 2). Предложенная схема алгоритма базируется на принципе последовательного
перехода от высокодетализированного представления объекта к его редуцированной форме (фак-
торизованному графу), что позволяет существенно снизить вычислительную сложность задачи
оптимизации без потери структурной целостности системы.

Рис. 2. Блок-схема программной платформы минимизации функционала на комплексах
элементов

Предложенная концепция может быть применена к различным типам комплексов — от
полиэдральных моделей пространственных объектов до алгебраических структур, что делает ее
применимой для широкого спектра задач.

Полиэдральные комплексы
Определим полиэдральный комплекс как цифровую модель некого здания в виде объеди-

нения выпуклых многогранников с попарно непересекающимися внутренностями. В зависимости
от их размерности (ранга), равной 0, 1, 2 или 3, будем их называть, соответственно, узел, ребро,
грань или ячейка {node,edge,face,cell}. Каждый элемент 𝑛-го ранга определяется составляющи-
ми его элементами (𝑛− 1) ранга. Множество элементов (𝑛− 1) ранга будем обозначать через
𝐾𝑛 [1, 2].

Маршрутизация в здании описывает допустимые перемещения внутри его пространствен-
ной структуры. Примером таких задач являются внештатные и аварийные ситуации — например,
эвакуация при пожаре, задымлении, утечке газа, землетрясении или угрозе теракта. В этих усло-
виях необходимо быстро и безопасно вывести людей из здания, выбирая маршруты с учетом



122 А. Н. Рожков, А. С. Демидов, В. В. Галишникова
Эпсилон-сетевой алгоритм минимизации функционалов на комплексах элементов

блокировок, зон повышенного риска и ограниченной проходимости. Другим важным примером
являются задачи роботизированной навигации: мобильные платформы и сервисные роботы долж-
ны планировать безопасные и эффективные траектории движения по внутренним пространствам,
избегая препятствий и учитывая ограничения среды. Кроме того, методы маршрутизации приме-
няются [8] при моделировании людских потоков в зданиях, где анализируются закономерности
перемещения людей с целью повышения комфорта, предотвращения заторов и оценки пропуск-
ной способности помещений и маршрутов.

Как было сказано ранее, для комплекса, представляемого в виде графа, возможно исполь-
зование стандартных алгоритмов маршрутизации, в частности Дейкстры и A* [5, 7]. Ранговая
структура комплекса дает возможность поиска путей не только по узлам и ребрам, но и по эле-
ментам более высоких размерностей.

Полиэдральные комплексы: постановка задачи
Пусть задан полиэдральный комплекс 𝐾 и выбран режим маршрутизации 𝑚 ∈

{node,edge,face,cell}. Для каждого такого режима строится соответствующий ему граф смеж-
ности 𝐺𝑚 = (𝑋𝑚,Γ𝑚), где 𝑆𝑚 ⊆ 𝑋𝑚 и 𝑇𝑚 ⊆ 𝑋𝑚 множества допустимых стартовых и финишных
состояний. Графы смежности всех режимов определяют пространство допустимых состояний
задачи маршрутизации.

Под маршрутом будем понимать последовательность состояний 𝑃 = (𝑥0,𝑥1, · · · ,𝑥𝑘), где
𝑥0 ∈ 𝑆𝑚, 𝑥𝑘 ∈ 𝑇𝑚, (𝑥𝑖,𝑥𝑖+1) ∈ Γ𝑚 (Γ𝑚 — допустимый переход). Тогда задача маршрутизации в
комплексе 𝐾 формулируется как задача минимизации функционала пути:

min
𝑃∈𝒫(𝑆𝑚,𝑇𝑚)

𝐽(𝑃 ), 𝐽(𝑃 ) = |𝑃 | − 1, (2)

где 𝒫(𝑆𝑚,𝑇𝑚) — множество всех допустимых маршрутов из 𝑆𝑚 в 𝑇𝑚, |𝑃 | — число состояний в
маршруте 𝑃 .

Полиэдральные комплексы: факторизация множества состояний
Множество допустимых состояний факторизуется по 𝜀-близким элементам в соответствии

с определением, данным в разделе «Структурные характеристики: эпсилон-сети на ком-
плексах элементов». Элементы 0-го ранга (узлы) объединяются в классы, в каждом из которых
отбирается 1 представитель. Элементы старших рангов отождествляются последовательно по ран-
гам: элементы ранга 𝑘 относятся к одному классу, если совпадают наборы классов, к которым
принадлежат составляющие их элементы ранга (𝑘 − 1). В рассматриваемой модели полиэдраль-
ного комплекса это определение эквивалентно отождествлению элементов старших рангов при
совпадении классов всех составляющих их элементов 0-го ранга. Таким образом, исходное мно-
жество состояний 𝑋𝑚 заменяется укрупненным множеством классов, сопоставляющим каждому
состоянию его 𝜀-класс:

𝑋̃𝑚 = 𝑋𝑚/∼𝜀 (3)

по операции отождествления, обозначенной символом ∼𝜀.
На редуцированном пространстве поиска 𝑋̃𝑚 строится факторизованный граф 𝐺̃𝑚 =(︁

𝑋̃𝑚,Γ̃𝑚

)︁
, где Γ̃𝑚 = Γ𝑚/∼𝜀. Исходная задача заменяется факторизованной, т.е. поиском опти-

мального маршрута на 𝐺̃𝑚 факторизованной задачи:

min
𝑃∈𝒫(𝑆𝑚,𝑇𝑚)

𝐽(𝑃 ), 𝐽(𝑃 ) = |𝑃 | − 1. (4)

В ней следует обеспечить выполнение двух требований:
• минимизация числа переходов между классами 𝜀-факторизации;
• минимизация длины маршрута в исходном графе.

Поскольку приоритет этих требований неодинаков, оптимизация проводится лексикогра-
фически: сначала минимизируется число переходов между 𝜀-классами, затем число шагов реаль-
ного маршрута.
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Помимо длины маршрута, существенным становится число переходов между классами 𝜀-
факторизации. Введем функционал числа переходов между различными 𝜀-классами вдоль марш-
рута, минимизация которого естественна для нашей задачи, а именно:

𝜒𝜀(𝑃 ) =
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝛿
(︀
𝜋𝜀(𝑥𝑖), 𝜋𝜀(𝑥𝑖+1)

)︀
, (5)

где 𝛿(𝛼𝑖,𝛼𝑗) =

{︃
1, 𝛼𝑖 ̸= 𝛼𝑗

0, 𝛼𝑖 = 𝛼𝑗

— индикаторная функция, а 𝜋𝜀 : 𝑋𝑚 → 𝑋̃𝑚.

Таким образом, маршруту 𝑃 сопоставляются две характеристики: 𝜒𝜀 (𝑃 ) и 𝐽 (𝑃 ), которые
необходимо учитывать одновременно. Так как данные характеристики имеют разный смысл, то
целесообразно использование лексикографического порядка. Первичным будет являться число
переходов между 𝜀-классами 𝜒𝜀 (𝑃 ), вторичной — длина маршрута 𝐽 (𝑃 ). Тогда задача принимает
вид:

min
𝑃∈𝒫(𝑆𝑚,𝑇𝑚)

(︀
𝜒𝜀(𝑃 ),𝐽(𝑃 )

)︀
. (6)

Оптимальный маршрут 𝑃 * определяется условием:

(︀
𝜒𝜀(𝑃

*),𝐽(𝑃 *)
)︀
≤lex

(︀
𝜒𝜀(𝑃 ),𝐽(𝑃 )) ⇐⇒

(︀
𝜒𝜀(𝑃

*) < 𝜒𝜀(𝑃 )
)︀
∨
(︀
𝜒𝜀(𝑃

*) = 𝜒𝜀(𝑃 ) ∧ 𝐽(𝑃 *) ≤ 𝐽(𝑃 )
)︀
.
(7)

Иначе говоря, среди всех допустимых маршрутов сначала выбираются те, для которых
минимально число переходов между 𝜀-классами, а затем среди них выбирается маршрут мини-
мальной длины.

Аналогично рассматривается векторная стоимость каждого перехода 𝑥 → 𝑦:

𝑐(𝑥,𝑦) =
(︀
𝛿(𝜋𝜀(𝑥),𝜋𝜀(𝑦)),1

)︀
. (8)

А стоимости маршрута 𝑃 ставится в соответствие сумма:

𝐶(𝑃 ) =
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐(𝑥𝑖,𝑥𝑖+1) =
(︀
𝜒𝜀(𝑃 ),𝐽(𝑃 )

)︀
. (9)

Задача сведена к поиску маршрута минимальной векторной стоимости в лексикографиче-
ском порядке.

Полиэдральные комплексы: восстановление оптимального маршрута и его ин-
терпретация

Пусть в результате решения лексикографической задачи найдено оптимальное конечное
состояние 𝑥* ∈ 𝑇𝑚.

Введем отображение parent : 𝑋𝑚 → 𝑋𝑚 ∪ {∅}, которое каждому состоянию из 𝑋𝑚 сопо-
ставляет предшествующее ему состояние, а начальному состоянию 𝑥0 — значение ∅.

Оптимальный маршрут восстанавливается обратным проходом от 𝑥* до 𝑥0:

𝑥𝑛 = 𝑥*, 𝑥𝑛−1 = parent(𝑥𝑛), 𝑥𝑛−2 = parent(𝑥𝑛−1), . . . , 𝑥0. (10)

После чего полученная последовательность инвертируется. В результате получается опти-
мальный маршрут:

𝑃 * = {𝑥0 → 𝑥1 → · · · → 𝑥𝑛}. (11)

Поскольку каждое состояние 𝑥𝑖 обладает образом 𝜋𝜀 (𝑥𝑖), маршруту 𝑃 * сопоставляется
последовательность классов {𝜋𝜀(𝑥0),𝜋𝜀(𝑥1), . . . ,𝜋𝜀(𝑥𝑛)}. Маршрут определяется переходами от од-
ного класса к следующему. Поэтому вводится операция сжатия (факторизация 𝜀-классов):
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Comp𝜀(𝑃
*) = (𝑞0,𝑞1, . . . ,𝑞𝑘), (12)

где 𝑞𝑖 = 𝜋𝜀(𝑥𝑖), а каждый следующий класс 𝑞𝑗 добавляется в случае, если он отличен от преды-
дущего.

Таким образом, оптимальное решение интерпретируется как пара (𝑃 *,Comp𝜀 (𝑃
*)) с чис-

ловыми характеристиками 𝜒𝜀 (𝑃
*) и 𝐽 (𝑃 *).

Полиэдральные комплексы: численная реализация маршрутизации на ЭВМ
Объект здания, например гипермаркет, моделируется как полиэдральный комплекс. При

построении оптимального маршрута из узла 𝑛1 в узел 𝑛7163 используются три варианта марш-
рутизации:

1. Простой маршрут (рис. 3а), без 𝜀-факторизации.
2. Маршрут по 𝜀-классам (рис. 3б). В этом случае путь строится в факторизованном про-

странстве, где близкие элементы объединяются в классы. Такой маршрут отражает общую схему
перемещения и показывает укрупненную структуру пути.

3. Маршрут с учетом лексикографической структуры (рис. 3в): сначала минимизируется
число переходов между 𝜀-классами, затем — длина маршрута. В результате получается реальный
путь, согласованный с 𝜀-факторизацией.

Рис. 3. Маршрут из узла 𝑛1 в узел 𝑛7163: а) простой маршрут; б) факторизованный
маршрут; в) лексикографический маршрут

Заключение
В данной работе представлен 𝜀-сетевой алгоритм минимизации функционалов на ком-

плексах элементов. Разработанный подход к факторизации пространства состояний позволяет
эффективно снизить размерность задачи оптимизации, сохраняя при этом связность исходной
структуры и ее основные свойства. Предложенный метод универсален и может быть применен к
широкому классу задач, где данные представимы в виде комплекса элементов.

Использованный в работе лексикографический порядок позволяет решать задачи с вы-
полнением нескольких требований, а именно: приоритетное сокращение числа переходов между
𝜀-классами в сочетании с минимизацией длины маршрута. Работа алгоритма показана на приме-
ре маршрутизации в полиэдральном комплексе здания. Дальнейшим направлением исследования
является применение алгоритма к другим типам комплексов, в том числе к полиномиальным ком-
плексам при решении задач физики плазмы.

Построение решений оптимизационных задач посредством перебора по эпсилон-сетям и
эффективное построение таких сетей было изначально предложено в работах [9, 10].
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